Algebra Przemienna
VI seria zadan (na $rode 25.11)

Modul M nad pierscieniem A nazywamy Artinowskim, jezeli kazdy ciag My D Ms D M3 D ... pod-
modutéw M stabilizuje sie. Pierscien A nazywamy Artinowskim, jezeli A jest Artinowskim A-modutem.
Zadanie dodatkowe nie bylo oméwione na poprzednich éwiczeniach, wiec przenosi si¢ na biezaca serig,
mozna je zgtosi¢ ponownie.

Zadanie 1
Niech M bedzie A-modutem i f: M — M bedzie surjektywnym homomorfizmem A-moduléw.

(a) Zal6ézmy, ze M jest Noetherowski. Pokaz, ze f jest izomorfizmem. Wskazdwka: cigg (ker f™),,.

(b) Dla A = C[z]| wskaz przyklad M oraz f takich, ze ker f # 0. Wskazéwka: hotel Hilberta.

Zadanie 2
Niech I,J < Clz1,...,xy), przy czym I # 0. Pokaz, ze jesli IJ = I, to J = (1). W szczegdlnosci,
w Clxy,...,7,] nie ma niezerowych wlasciwych ideatéw I takich, ze I2 = I. Wskazéwka: trik z zadania

1V.2, przejdZ do lokalizacji.

Zadanie 3
Niech A bedzie pierscieniem, a mq, ..., m, € Spec(A) beda parami réznymi idealami maksymalnymi dla
pewnego r > 2.

(a) Pokaz, ze m; + (maNmgN...Nm,) = (1).

(b) Pokaz, ze naturalne odwzorowanie ,diagonalne” A — []i_; A/m; jest surjektywne. Wskazdwka:
poprzedni podpunkt pokazuje, ze w obrazie mamy element postaci (\,0,...,0) gdzie A # 0.

Zadanie 4 2 PKT
Niech A bedzie pierécieniem Artinowskim.
(a) Zalozmy, ze A jest dziedzing. Pokaz, ze A jest cialem. Wskazdwka: rozwaz x € A i cigg (z™).
(b) Pokaz, ze kazdy ideal pierwszy w A jest maksymalny.
(¢) Wykaz, ze Spec(A) jest zbiorem skoniczonym. Wywnioskuj, ze jest to dyskretna przestrzen topolo-
giczna.
Wskazowka: rozwaz cigg m; DmyNme Dmy Nme Nmg D ...

(d) Podaj przyklad pierécienia Noetherowskiego, ktéry nie jest Artinowski. Uwaga: w przyszlosci poka-
zemy, zZe kazdy pierscien Artinowski jest Noetherowski.

Zadanie 5
Pokaz, ze jesli k jest ciatem i A jest k-algebra, ktéra jest skoniczenie wymiarowa jako przestrzen wektorowa
nad k, to A jest pierScieniem Artinowskim. Pokaz, ze | Spec(A)| < dimy A.

Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE, WLOKNO
Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni. Niech x(—) oznacza cialo rezidualne, patrz zadanie
IV.1.
(a) Niech p € Spec(A) oraz q € Spec(B). Pokaz, ze f*(q) = p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
homomorfizm k(p) — k(q) taki, ze ponizszy diagram jest przemienny:

kan.

B == k(q)

(b) Niech p € Spec(A). Pokaz, ze Spec(B ®4 k(p)) — Spec(B) jest injektywne i obrazem tego prze-
ksztalcenia jest (f*)~1(p). Wskazéwka: zadanie 2(a) oraz, dla injektywnosci, definicja k(=) w IV.1
oraz izomorfizmy ST'A®s B~ S7'B jak i A/I 4 B ~ B/IB.

Algebre B ® 4 k(p) nazywamy widknem f nad p.



