Algebra Przemienna
V seria zadan (na $rode 18.11)

Jesli A jest k-algebra, to przez Spec,(A) C Spec(A) oznaczamy zbiér tych idealéw maksymalnych m, dla ktérych
naturalne odwzorowanie k — A/m jest izomorfizmem. Rozwazamy go z topologia podprzestrzeni i nazywamy zbiorem
punktow k-wymiernych lub, w skrécie, zbiorem punktéow wymiernych.

Rozwazmy zbiory X,Y, S z odwzorowaniami nx: X — S, 7y : Y — S. Definiujemy produkt widknisty X 1Y nad S:

X xsY ={(z,y) € X xY | mx(z) =7y (y)}.
Jesli S jest jednoelementowy to X xgY = X x Y.

Zadanie 1
Wskaz przyklad pierscienia A, A-moduléw M, N oraz elementu s € M ® 4 N takich, ze nie istniejg elementy m,n € M
takie, ze s = m ® n. Wskazowka: moduly wolne.

Zadanie 2
(a) Ile elementéw ma Spec(C ®g C)?
(b) Niech A — B, A — C beda homomorfizmami pierscieni, zas D bedzie pierscieniem. Pokaz, ze zachodzi bijekcja
Hom(B ®4 C, D) ~ Hom(B, D) Xgom(a,p) Hom(C, D)
gdzie Hom oznacza homomorfizmmy pierécieni (po prawej stronie jest produkt wiéknisty).

(¢) Niech A =k bedzie cialem, B = kz], C = kly], D = k(t). Okreslamy odwzorowania k-algebr B — D, C — D
ktére posyltaja x na t oraz y na t~!, odpowiednio. Indukujg one, na mocy poprzedniego podpunktu, odwzorowanie
klz,y] — k(t). Ktéry ideal pierwszy jest obrazem Spec(k(t)) — Spec(k[z,y])? Czy odpowiedZ zmieni sie, jesli
poslemy y na t7

Uwaga: k(t) jest cialem funkcji wymiernych jednej zmiennej lub, inaczej, cialem ulamkdw K|t].
Zadanie 3
Niech Z[i] C C bedzie pierscieniem liczb Gaussa.

(a) Pokaz, ze pierscienie Z[i] ®7 Z/(p), gdzie p = 2,3, 5 sa odpowiednio: niezredukowany, cialem, produktem dwdéch
cial.

(b) Czy Z[i] ®z};) Z[i] jest dziedzina?
(¢) Czy Z[i] ®z Z]i] jest dziedzing?
Zadanie 4

Niech A, B, C beda k-algebrami i A — B, A — C beda homomorfizmami k-algebr. Niech D = B ® 4 C'. Kanoniczne
homomorfizmy indukuja odwzorowanie cigglte F': Spec(D) — Spec(B) Xspec(a) Spec(C).

(a) Pokaz, ze F nie jest injektywne dla A =k, B =k(z], C =k[y].

(b) Niech is: k — A bedzie kanonicznym homomorfizmem. Pokaz, ze Spec, (A4) jest w bijekcji ze zbiorem homomor-
fizméw pierscieni {e: A —k | eoiy =id}.

(¢) Pokaz, ze odwzorowanie Spec(B) — Spec(A) na spektrach obcina sie do odwzorowania Specy(B) — Spec,(A).
Pokaz, ze F' obcina sie do
FO: Speck(D) - Speck(B) ><Spec]k(A) Speck(c)'

(d) Pokaz, ze Fy jest bijekcja. Pokaz, ze Fy nie jest homeomorfizmem. Wskazéwka: 2(b).

Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE, WELOKNO
Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni. Niech k(—) oznacza cialo rezidualne, patrz zadanie IV.1.

(a) Niech p € Spec(A) oraz q € Spec(B). Pokaz, ze f*(q) = p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm

k(p) — k(q) taki, ze ponizszy diagram jest przemienny:

B kan. Ii(q)

(b) Niech p € Spec(A). Pokaz, ze Spec(B ®4 £(p)) — Spec(B) jest injektywne i obrazem tego przeksztalcenia jest
(f*)"Y(p). Wskazéwka: zadanie 2(a) oraz, dla injektywnosci, definicja k(=) w IV.1.

Algebre B ® 4 k(p) nazywamy widknem f nad p.



