Algebra Przemienna
IV seria zadan (na $rode wydzialowa 12.11)

Jak zwykle, we wszystkich zadaniach A jest pierScieniem. W tej serii w zadaniach o tensorze szczegdlnie
prawdziwa jest zasada ,jak nie wiesz co robié, to z definicji”.

Zadanie 1 CIALO REZIDUALNE
Niech p € Spec(A). PokazaliSmy na poprzednich éwiczeniach, ze pA, C A, jest idealem maksymalnym.

(a) Pokaz, ze cialo A, /pA, jest izomorficzne, jako A-algebra, z cialem utamkéw dziedziny A/p. To ciato
nazywamy cialem rezidualnym w punkcie p i oznaczamy (p).

(b) Uzasadnij, ze dla kazdego f € A obraz f w k(p) jest zerowy wtedy i tylko wtedy, gdy p € V(f).
(c) Opisz ciala rezidualne dla wszystkich punktéw Spec(A) gdy A = C[z].

Zadanie 2

(a) Niech I bedzie skoniczenie generowanym idealem w pierscieniu lokalnym (A, m). Pokaz, ze jesli
I=1?toI=Alub I =0. Wskazéwka: lemat Nakayamy.

(b) Niech A bedzie pierécieniem funkcji ciaglych z R do R i niech m C A bedzie idealem maksymalnym
zlozonym z funkcji f takich, ze f(0) = 0. Pokaz, ze m = m? i wywnioskuj, ze m nie jest skofczenie
generowany. Wskazowka: przejdz do Ay .

Zadanie 3

(a) Niech M bedzie A-modutem. Pokaz, ze M ®4 (A/I) ~ M/IM.

(b) Niech m,n € Z. Pokaz, ze Z/n ®z Z/m = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy n i m sa wzglednie pierwsze.
Zadanie 4 KLOCKI DO LICZENIA TENSORA I, 2PKT
Niech M, N, P beda A-modulami. Pokaz, ze zachodza nastepujace izomorfizmy A-moduléw:

(a) M ®4 A ~ M przez mnozenie,

(b) MOrN~N®p M,

(C) (M@AN) RaP>~M®a (N®AP).

Wskazowka: obie strony reprezentujq odwzorowania trojliniowe z M x N x P.
Zadanie 5 KLOCKI DO LICZENIA TENSORA II

(a) Niech M oraz {N;}ic; beda A-modutami. Pokaz, ze M ®@a (P;c; Ni) =~ @,;c;(M @4 N;) jako
A-moduly.

(b) Niech k bedzie cialem, za§ M i N beda skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad

k. Oblicz wymiar przestrzeni M ®y N.

Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE, WELOKNO

Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni i niech p € Spec(A). Pokaz, ze Spec(B ®4 k(p)) —
Spec(B) jest injektywne i obrazem tego przeksztalcenia jest (f*)~1(p). Algebre B ®4 k(p) nazywamy
wtdknem f nad p. Wskazowka: dosé podobna jest wlasnosé uniwersalna lokalizacyi.

Zadanie 7 ZADANIE DODATKOWE
Niech m = (z,y) C Clz,y] =: A.

(a) Pokaz, ze istnieje odwzorowanie j: m®4m — A ®4 A ~ A ktére posyla m; ® 4 ma na myms dla
kazdych mq, ms € m.

(b) Pokaz, ze m/m? ®4 m/m? jest 4-wymiarowa przestrzenia wektorowa.
(c) Pokaz, ze odwzorowanie j nie jest injektywne.
(d) Wskaz blad w niniejszym rozumowaniu: ,Rozwazmy z ® y — y ® € m ® 4 m. Wtedy
ry—yRr=z@y-1)—ye @ -1)=(y)@1—-(yz)@1=(2y —yz)®1=0® 1 =0.
Wobec tego 0 =2 @y —yQ@r cm®y m.”



