Algebra Przemienna
III seria zadan (na $rode 4.11)

Jak zwykle, we wszystkich zadaniach A jest pier§cieniem.
Zadanie 1
(a) Niech p € Spec(A). Czy A, jest pierécieniem lokalnym (dla kazdych A, p)?
(b) Niech f € A. Czy Ay jest pierScieniem lokalnym (dla kazdych A, f)?

Zadanie 2
Niech z,y € A beda elementami takimi, ze zy = 0 oraz (z,y) = (1). Udowodnij, ze A, ~ A/y. Znajdz
wszystkie mozliwe lokalizacje pierécienia Z/10.

Zadanie 3

Zal6ézmy, ze dla kazdego x € A istnieje liczba n(x) € Z>, taka, ze 2™(®) = z. Niech S C A bedzie multi-
plikatywnie domkniety. Pokaz, ze kanoniczny homomorfizm i: A — S™'A jest surjektywny. Wskazdwka:
rozwaz A/ ker(i) i wspomnij jeden z lematéw z wykladu.

Zadanie 4 2 PKT

Niech S,T C A beda zbiorami multiplikatywnie domknietymi. Wtedy ST := {s-t | s € S,t € T} takze
jest multiplikatywnie domkniety. Niech i: A — S~'A, j: A — T—!A beda kanonicznymi homomorfizma-
mi. Pokaz, ze A-algebry (i(T))"1(S~1A), (ST)"tA4, (§(S)) 1 (T~1A) sa izomorficzne.

Wskazowka 1: nie trzeba tu nic liczyé. Wskazowka 2: wlasnosé uniwersalna lokalizacji daje jedyne odwzo-
rowania. Wskazowka 3: nie sqdze, by dowdd ,0bliczmy z definicji przez utamki” dal sie pokazacé w mniej
niz 10 tablic ;)

Zadanie 5 2 PKT
Niech S C A bedzie multiplikatywnie domkniety. Definiujemy nasycenie S jako

S={tecA|3JacA:tac S}.

(a) Pokaz, ze S jest réwny zbiorowi ztozonemu z takich elementéw a € A, ze a/1 € S~ A jest odwra-
calny.

(b) Pokaz, ze A-algebry S™1A i S'A sa izomorficzne.

(c) [Zadanie dodatkowe] Niech U := im(Spec(S~tA) — Spec(A)). Pokaz, ze S = A\ J{p | p € U}.
Wskazowka: jesli a ¢ S to popatrz na im(Spec(S~*A) — Spec(A)) NV (a).

Moral: lokalizacja jest wyznaczona, z dokladnoscia do izomorfizmu, przez zbiér swoich idealéw pierw-
szych.

Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE

Niech S C A bedzie multiplikatywnie domkniety. Pokaz, ze topologia Zariskiego na Spec(S—1A) jest
réwna topologii podprzestrzeni na {p | p NS = 0} C Spec(A). Wywnioskuj, ze Spec(Ay) ~ (Spec(A))y
jako przestrzenie topologiczne.



