Algebra Przemienna
IT seria zadan (na $rode 28.10)

We wszystkich zadaniach A jest pierécieniem, za$ Spec(A) rozwazamy z topologia Zariskiego. Mozna
i czasem bardzo warto powolywacé sie w rozwiazaniach na zadania z serii poprzedniej. Zadania dodatkowe
sa w zasiegu wszystkich z Panstwa, ale datlem az dwa w szczegélnosci by zajaé tych, ktérzy juz widzieli
podobne rzeczy na Alg T*.

Zadanie 1 IDEALY MAKSYMALNE ZWIAZANE Z EWALUACJA

Niech k bedzie cialem, niech S = k|x1,...,z,] bedzie pierScieniem wielomianéw i niech m C S bedzie
idealemn maksymalnym takim, ze indukowany homomorfizm k — S/m jest izomorfizmem. Pokaz, ze
istnieja aq,...,a, € k takie, ze m = (x1 — aq,...,Ty, — ). Pokaz, ze m jest jadrem homomorfizmu

S — k zadanego przez f — f(aq,...,ay).
W tym zadaniu nie wolno powolywaé sie na sformulowane na wykladzie twierdzenie Hilberta o zerach.

Zadanie 2
Dla kazdego f € A definiujemy Spec(A)s := Spec(A) \ V(f) = {p € Spec(4) | f & p}. Pokaz, ze rodzina
{Spec(A)¢| f € A} tworzy baze topologii Zariskiego na Spec(A).

Zadanie 3 2 PKT
Niech f: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni. Opisz odwzorowanie f*: Spec(B) — Spec(A4) dla

(a) A=Clz]i B =Clz,z71].
(b) A=Clz]i B =Clz]/z(zx — 1)(x — 2).
(¢) A=RJz] i B =CJz].

We wszystkich podpunktach f jest ,oczekiwanym” homomorfizmem, tzn. f(z) = x oraz w dwdch
pierwszych podpunktach f jest C-liniowy, a w ostatnim R-liniowy. Uwaga: w tym zadaniu utoZsamia-
my Spec(Clz]) z CU {n}, gdzie n jest idealem zerowym.

Zadanie 4
Przestrzen topologiczna X jest quasi-zwarta jesli z kazdego jej pokrycia zbiorami otwartymi mozna wy-
braé podpokrycie skonczone. Uwaga: nie Zgdamy, by przestrzen X byla Hausdorffa.

(a) Pokaz, ze Spec(A) jest quasi-zwartg przestrzenia.
Wskazowka: wystarczy rozwazac pokrycia postaci Spec(A) = |, Spec(A)y,. Czym jest wtedy V(> Af;)?

(b) Wskaz przyklad pokrycia Spec(Clz]) za pomoca 2020 zbioréw otwartych takiego, ze zadne 2019
z tych podzbioréw nie pokrywa Spec(Clz]).
Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE, 3 PKT
Niech A bedzie pierécieniem. Pokaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne:
(a) Spec(A) jest niespdjna przestrzenia,
(b) istnieje element 0,1 # e € A taki, ze e = e (taki element nazywamy nietrywialnym idempotentem),

(¢) mamy izomorfizm A ~ A/I x A/J dla pewnych idealéw wlasciwych I, J C A.

Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE, 3 PKT, TW. HILBERTA O ZERACH DLA CIAL NIEPRZELICZALNYCH
Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym nieprzeliczalnej mocy i niech S = Kk[z1,...,x,]. Niech
m C S bedzie idealem maksymalnym. Celem zadania jest pokazanie, ze k — S/m jest izomorfizmem
(zatem m jest jak w zadaniu 1).

(a) Ustalmy i. Zal6zmy, ze nie istnieje element A € k taki, ze x; — A € m. Pokaz, ze elementy

{xil_)\‘Aek}

ciala S/m sa liniowo zalezne nad k. Wskazéwka: nieprzeliczalnosé.

(b) W sytuacji z poprzedniego podpunktu wywnioskuj, ze z; € S/m jest elementem algebraicznym nad

k c S/m. Pokaz, ze daje to sprzeczno$é i wywnioskuj stad teze zadania.
(S) z k™.

Zatem, przy zatoZeniach zadania, mozna utoisamiac¢ Spec, .



