Algebra Przemienna
XIII i ostatnia seria zadan (na wtorek 26.01)

W wiekszosci tych zadan warto znaé¢ kombinatoryczna madrosé przodkdw: %T = Z;io T oraz

1
ogdblniej W =320 (";’)Tl, obie réwnosci sg rownosciami szeregéw formalnych, nie méwimy nic
o zbieznosci.

Zadanie 1 2 PKT

Niech S =k[z,y] i I = (23 — y?).

(a) Czy I jest jednorodny w standardowej gradacji (tzn. deg(z) = deg(y) = 1)?

(b) Pokaz, ze I jest jednorodny w gradacji zadanej przez deg(xz) = 2, deg(y) = 3. Wywnioskuj, ze
A = S/I jest zgradowanym pierScieniem.

(c) Szereg Poincaré pierscienia S w postaci ilorazu wielomianu przez (1 — T2)(1 — T3).

(d) Oblicz szereg Poincaré pierscienia A i zapisz go w postaci ilorazu wielomianu przez (1—T2)(1—T2).
Wskazéwka: albo bezposrednio albo cigg dokladny 0 — S(—6) — S — S/I — 0.

Zadanie 2 LEMAT NAKAYAMY DLA ZGRADOWANYCH
Niech A bedzie pierscieniem N-zgradowanym, A, := @i>1 A; bedzie idealem, zas M bedzie modulem
Z-zgradowanym nad A takim, ze dla dostatecznie matych n < 0 mamy M, = 0.

(a) Pokaz, ze jesli AL M = M, to M = 0.
(b) Pokaz, ze jesli N C M jest A-podmodutem zgradowanym takim, ze M = N+ A, M, to M = N.
Wazna vwaga: NIE ma tu zaloZenia, Ze M jest skoniczenie generowany!

Zadanie 3 2 PKT
Niech S = Kk[zo,...,z,] bedzie piercieniem wielomianéw zgradowanym tak, ze deg(x;) = 1 dla i =
0,1,...,n. Niech M bedzie skonczenie generowanym S-modulem. Niech Py, = % bedzie jego

szeregiem Poincaré. Niech W = Y% a, T, gdzie a; € Q.

(a) Pokaz, ze dla wszystkich k > d mamy dimy M = Z?:o a; (""'s_i). Wywnioskuj, ze istnieje wielo-
mian hys € Q[t] taki, ze dla k > d mamy hps (k) = dimy M},. Wielomian ten nazywamy wielomianem

Hilberta modutu M.

(b) Znajdz stopieti wielomianu Hilberta dla M = S oraz dla M = S/(z3). Wskazéwka: bezposrednio lub
jak w 1(d).

(¢) Czy hpr(k) = dimg My, dla wszystkich k > 0 i kazdego M?

Zadanie 4 ZADANIE DODATKOWE, N-ZGRADOWANIE I REGULARNOSC ORAZ PRZYKLAD NIEZGRADOWA-
NEJ
Niech A bedzie N-zgradowanym pierscieniem z Ay = k cialem, czyli A jest k-algebra.

(a) Zalézmy, ze A, /(AL)? jest skofczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa i niech ay,...,a, €
Ay beda jednorodnymi elementami, ktérych obrazy tworza jej baze. Pokaz, ze A = K[aq,...,a,].
Wskazowka: lemat Nakayamy powyzej lub jak na wykladzie.

(b) Wywnioskuj z poprzedniego podpunktu, ze dim A < r.

(¢) Wywnioskuj, ze jesli ideal Ay € Spec,,,.(A) jest regularny, to dim A = r oraz A jest pierScieniem
wielomianéw w r zmiennych. Wskazéwka: wymiar A i generowanie przez r elementdw.

(d) Zalézmy, ze charakterystyka ciala k jest rézna od 2. Wywnioskuj, ze nie istnieje N-gradacja na
A =Kklx,y]/(y* — 2® — x) taka, ze Ag = k. Wskazéwka: A jest reqularna (poprzednie serie), ale nie
jest izomorficzna z K[t], bo ideal (x,y)A nie jest gldwny (poprzednie serie).



