Algebra Przemienna
XII seria zadan (na wtorek 19.01)

Wiele z zadan opiera sie na zadaniu XI.1.

Zadanie 1
Niech d bedzie niezerowa bezkwadratows liczba catkowita dodatnig. Niech A = Ok dla K = Q(v/d)
bedzie catkowitym domknigciem Z w K.

(a) Pokaz, ze wyznacznik pierscienia A wynosi d jeslid = 1 (mod 4) lub 4d w pozostalych przypadkach.

(b) Uzyj oszacowania Minkowskiego, by pokazaé, ze Z [%] jest dziedzing idealéow gtownych.

(c) Uzyj tego samego oszacowania by pokazaé, ze kazdy nietrywialny element grupy klas dziedziny
Dedekinda Z[v/—13] jest klasa idealu maksymalnego zawierajacego 2 lub 3.

Zadanie 2
Niech A = Z[v/—13] i niech m = (2,1 — /—13).

(a) Pokaz, ze m nie jest idealem gléwnym.
Wskazéwka: uzyj podobnego argumentu jok na wykladzie dla Z[/—5].

(b) Wywnioskuj, ze Cl(A) ~ Z/2. Wskazéwka: poprzednie zadanie i bezposrednie przeliczenie.

Zadanie 3
Celem tego zadania jest znalezienie wszystkich rozwigzan catkowitych réwnania x? + 13 = 3. Ustalmy
jedno takie rozwiazanie (x,y). Niech A = Z[v/—13].

(a) Pokaz bezposrednio, ze liczba calkowita = jest parzysta i niepodzielna przez 13.
(b) Pokaz, ze ideal A generowany przez x + +/—13, 2 — /—13 jest réwny (1). Wskazdwka: zadanie 1.
(c) Pokaz, ze w A zachodzi réwnoéé (z ++/—13)(z — v/—13) = 3. Uzasadnij, ze istnieja ideaty a,b C A

takie, ze
a® = (z++v-13), b= (z—/—13). (1)
Wskazowka: w A ideal rozklada sie jednoznacznie jako iloczyn idealéw pierwszych.

(d) Wykaz, ze istnieja a,b € Z takie, ze a = (a + by/—13).
Wskazéwka: Cl(A) ~ Z/2 a trzykrotnosé a w niej jest trywialna.
(e) Z réwnania (1) wywnioskuj, ze x = a® — 39ab? oraz 1 = 3ab — 13b%. Z drugiego réwnania wylicz

b= +1 i ostatecznie b = —1, a = 2. Zatem réwnanie z? 4+ 13 = y ma dokladnie dwa rozwigzania
(z,y) = (£70,17) w Z.

Zadanie 4 ZADANIE DODATKOWE, FORMULA REF Z ALGEBRAICZNEJ TEORII LICZB, 4PKT
Niech Q C K bedzie skonczonym rozszerzeniem cial, niech n = dimg K. W tym zadaniu uznajemy za
dane, ze Ok jest skoniczenie generowana grupa abelowa.

(a) Niech pierscien R bedzie dziedzina idealéw gléwnych i niech F bedzie R-modutem wolnym skoticze-
nie generowanym. Pokaz, ze kazdy R-podmodul modutu F' tez jest wolny. Wskazowka: indukcja po
liczbie generatoréw i ciggi dokladne 0 — RPF~1 — R®k _ R®1 _, 0. Potencjalnie warto pomingé
ten podpunkt przy rozwigzywaniu po raz pierwszy.

(b) Niech ay,...,a, bedzie baza K nad Q. Pokaz, ze istnieje d takie, ze O C Z(ay/d)®...&Z(ay,/d).
Wywnioskuj, ze Ok jest wolng grupa abelows.

(c) Niech o € K. Pokaz, ze istnieje e € Z~ takie, ze ea € Og. Wywnioskuj, ze (Z \ 0)"10x = K.
Wywnioskuj, ze Ok jest wolng grupa abelowa rangi n.

(d) Niech p € Z bedzie liczba pierwsza i niech my, ..., m, beda wszystkimi elementami V (p) C Spec(Ok).
Niech f; bedzie stopniem rozszerzenia cial Z/p C Ok /m; i niech e; bedzie waluacja elementu p

W (OK)m,. Pokaz, ze
n= Zeifi~
i=1

Zatem e;, f; nie moga by¢ zbyt duze. Wskazéwka: dimz,,(Ok /pOk) = n.



