Algebra Przemienna
XTI seria zadan (na wtorek 12.01)

Troche teorii liczb. Na dysku google pojawily sie pelne rozwiazania zadan 3 i 5 z ostatniej serii.

Zadanie 1 2 PKT

Niech d bedzie niezerowa liczba calkowita. Zalézmy, ze d jest bezkwadratowa (tzn. zaden kwadrat liczby
pierwszej nie dzieli d). Celem tego zadania jest znalezienie calkowitego domkniecia Z w ciele Q(V/d).
Oznaczmy to domkniecie przez A.

(a) Pokaz/przypomnij, ze jedyne elementy z Q calkowite nad Z to elementy Z.

(b) Zalézmy, ze a + bv/d € A dla pewnych a,b € Q. Pokaz, ze a — bv/d takze lezy w A. Wywnioskuj, ze
2a,2b\/d, 4bd, a®>—db* € A. Wywnioskuj, ze 2a, (2b)%, a®>—db? € 7. Wskazéwka: A jest pierscieniem.

(c) Pokaz, ze jesli a, b € Q sa takie, ze a®> — db?,2a € Z, to a+ bWd € A. Wskazéwka: wypisz wielomian.

(d) Pokaz, ze jeSli d =1 (mod 4), to A=7Z [127‘/3} za$ w przeciwnym przypadku A = Z[v/d].

Zadanie 2 2 PKT

(a) Niech O, bedzie pierscieniem waluacji na pewnym ciele K iniech 0 # ¢t € m,. Pokaz, ze (0,); = K.
Pokaz, ze nie istnieje pierscien A taki, ze O, C A C K.

(b) Niech v bedzie waluacja na Q. Pokaz, ze Z C O,. Pokaz, ze m, NZ jest idealem maksymalnym,
niech bedzie to (p). Pokaz, ze O, = Z(,). Wskazowka: ostatnia czes¢ z poprzedniego podpunktu.

(¢) Opisz wszystkie waluacje na Q.

Zadanie 3
Niech p bedzie minimalnym niezerowym idealem pierwszym w normalnej dziedzinie Noetherowskiej A.
Pokaz, ze A, jest pierScieniem waluacji dyskretne;.

Zadanie 4 ZADANIE DODATKOWE

Niech k bedzie algebraicznie domknietym ciatem charakterystyki nieréwnej dwa. Pokaz, ze ideal (z,y) C
k[z,y]/(y?> — 2® — x) nie jest gléwny i wywnioskuj, Ze ta krzywa eliptyczna jest dziedzing Dedekinda,
ktora nie jest dziedzina idealéw gléwnych. Wskazowka: gdyby f bylo generatorem to generowaloby tez
przestrzen kostyczng w (0,0).



