Algebra Przemienna
X seria zadan (na $rode wydzialowa 8 stycznia)
termin deklarowania do 13:00, 7 stycznia

Ta seria jest wyjatkowa w tym sensie, ze jej gléwnym celem jest przeéwiczenie wielu twierdzen z ostat-
niego wykladu. UFD ponizej oznacza dziedzine z jednoznacznoscia rozkladu (z ang. unique factorization
domain).

Zadanie 1

Niech k bedzie ciatlem algebraicznie domknietym charakterystyki nieréwnej dwa. Pokaz, ze kazdy ideal
maksymalny w k[z,y]/(y?> — 2% — z) jest regularny. Czy jest to prawda réwniez dla ciala k algebraicznie
domknietego charakterystyki dwa? Wskazowka: policz Jakobian.

Zadanie 2 REGULARNY IMPLIKUJE NORMALNY
Niech A bedzie dziedzina z cialem ulamkéw K.
(a) Dla f € K niech Iy := {a € A | af € A}. Pokaz, ze Iy jest idealem w A oraz, ze f € A wtedy
i tylko wtedy, gdy Iy = (1). Ideal Iy nazywamy idealem mianownikéw f.

(b) Pokaz, ze A = {Am | m € Spec . (A)}. Wskazéwka: rozwaz Iy dla f nalezgcego do prawej strony.

(c¢) Pokaz, ze jesli wszystkie pierscienie lokalne Ay, sa normalnymi dziedzinami (patrz seria VIII), to A
jest normalng dziedzina. Wskazowka: przeciecie normalnych jest normalne.

(d) Wywnioskuj, ze jesli wszystkie idealy maksymalne A sa regularne, to A jest normalng dziedzing.
Wskazowka: twierdzenie z wykladu mowi, Ze reqularne s¢ UFD.

Uwaga: niestety/szczesliwie nie jest prawdq, ze przeciecie UFD jest UFD, zobaczymy przyklady.

Zadanie 3
Niech k bedzie algebraicznie domknietym cialem i niech S = k[z11, 212, 13, Z21, T2, T23] bedzie piericie-
niem wielomianéw. Niech fl = T12X23 — I22713, f2 = X13721 — T23%11, f3 = X11X22 — T21T12 i niech

I = (f1, f2, f3)-

(a) Oblicz, ze w kazdym punkcie V(I) C k® réznym od zera ranga Jakobianu fi, f2, f3 wynosi 2.
Wskazowka: by pokazaé, Ze mie wynosi ona trzy, np. wskaZ niezerowy wektor w jgdrze zwigzanego
z nig przeksztaicenia k3 — kS.

(b) Wywnioskuj z twierdzen z wykladu, ze dim S/I = 4.
(c) Utozsamijmy punkt aqi, s, 13, o1, a2, oz € kS z macierza [oz”]fjllg?’ Uzasadnij, ze V(I) jest
zbiorem macierzy rangi co najwyzej jeden.

Zadanie 4 ZADANIE DODATKOWE
Niech I = (f1,.-.,fm) C S = Cla1,...,Zptm] 1 zaldzmy, ze wyznacznik macierzy [%}m‘:l,wm jest
niezerowy w pewnym ideale maksymalnym m € Spec, .. (S/I). Pokaz, ze dim(S/I)m = n. Wywnioskuj,
ze m jest regularnym ideatem w S/I. Uwaga: jesli wszystkie punkty Spec,,,.(S/I) spelniajg powyzszy
warunek to w szczegdlnodci dim(S/I) = n. Mowimy wtedy, ze f1,..., fm s@ zupelnym przecieciem.
Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE
Niech i: k[t?, 3] — k[t] bedzie naturalnym wlozeniem.

(a) Pokaz, ze k[t?, 3] ~ k[z, y]/(2® — y?).
) Pokaz, ze k|t] jest catkowitym domknigciem k[t?,t3] w ciele utamkéw.
) Pokaz, ze i*: Spec(k[t]) — Spec(k[t?,3]) jest bijekcja.
(d) Dla kazdego punktu p € Spec(k[t?,t*]) opisz wiokno k(p) gz 21 k[t].

)

Pokaz, ze jeSli j: A — B jest skonczonym homomorfizmem zredukowanych pierScieni noetherow-
skich takim, ze dla kazdego punktu p € Spec(B) homomorfizm k(p) — k(p)® 4 B jest izomorfizmem,
to j jest izomorfizmem.



