Algebra Przemienna
I seria zadan (na srode 21.10)

Pierwsza seria ma stuzy¢ sprawdzeniu, gdzie jesteSmy; nie powinni Panstwo zbytnio przejmowac sie
ewentualnymi trudnosciami. W kazdym zadaniu/podpunkcie zadania mozna korzystaé¢ z poprzednich.
Jedli umieja Panstwo np. wywnioskowaé 1d z poprzednich podpunktéw, ale nie umieja Panstwo ich zrobié,
mozna zglosi¢ 1d. W przypadku watpliwosci i pytan prosze pisa¢ e-mailowo. Powodzenia! JJ

Przypomnienie: na tym wyktadzie wszystkie pierscienie sa laczne, przemienne i maja jedynke. Idealt
I pierscienia R jest pierwszy, jezeli dla kazdych a,b € R warunek ab € I implikuje @ € I lub b € I. Ideal
I jest maksymalny jezeli jest wlasciwym idealem maksymalnym wzgledem inkluzji, tzn. jezeli I # R oraz
nie istnieje ideal J taki, ze I C J C R.

Zadanie 1 2 PKT
Niech R bedzie pierscieniem, za$ I C R idealem. Niech 7: R — R/I bedzie kanonicznym epimorfizmem.
(a) Pokaz, ze R/I jest dziedzina wtedy i tylko wtedy, gdy I jest pierwszy.
(b) Pokaz, ze R/I jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest maksymalny.
(c) Pokaz, ze J +— 7w 1(J) jest bijekcja pomiedzy zbiorem idealéw w pierscieniu R/I oraz zbiorem
idealéw w pierscieniu R zawierajacych I.
(d) Wywnioskuj, ze bijekcja z (c) obcina sie do bijekcji pomiedzy idealami pierwszymi w R/I a idealami

pierwszymi w R zawierajacymi I. Pokaz to samo dla idealéw maksymalnych. Wskazowka: majgc
poprzednie podpunkty, ten mozna wywnioskowaé bez Zadnych obliczen.

Zadanie 2 2 PKT
Niech R bedzie pierécieniem funkcji ciagltych R — R z dodawaniem i mnozeniem po wartosciach, to

maczy (f +9)(x) = f(z) + 9(z) i (f9)(x) = f(z)g(x).
(a) Pokaz, ze dla ustalonego x € R zbiér my, = {f € R | f(x) = 0} jest idealem maksymalnym.

(b) Czy zbidr zlozony z funkcji zbieznych do zera w nieskonczonosci jest idealem maksymalnym?

(c) Czy zbidr funkeji réwnych zero dla dostatecznie duzych x jest idealem maksymalnym?

Zadanie 3
Niech B bedzie pierscieniem, zas A C B podpierscieniem. Niech m C B bedzie idealem maksymalnym.
Czy ideal m N A jest maksymalny? Czy m N A jest pierwszy?

Zadanie 4
Pierécien R ma skonczenie wiele elementéw. Pokaz, ze kazdy jego ideal pierwszy jest maksymalny. Wska-
zowka: przejdz do pierscienia ilorazowego.

Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE, 3PKT
Niech S* = {(z,y) € R? | #2 4+ y*> = 1}. Niech R oznacza pierscien funkcji ciggtych S* — R z mnozeniem
i dodawaniem po wartosciach, tzn. (f + g)(x) = f(z) + g(z) i (f9)(x) = f(z)g(x).

(a) Dla z € S niech m, = {f € R| f(z) = 0}. Pokaz, ze m, C R jest idealem maksymalnym.

(b) Niech n C R bedzie idealemn maksymalnym i zal6zmy, ze n # m,. Pokaz, ze istnieje funkcja f € n
taka, ze f(r) # 0 i dla wszystkich y € ST mamy f(y) > 0.

(c) Niech n C R bedzie idealem maksymalnym takim, ze n ¢ {m, | x € S'}. Pokaz, Ze istnieje funkcja
f € n taka, ze f(z) > 0 dla wszystkich * € S'. Pokaz, Zze f jest odwracalna i wywnioskuj, ze
n = (1) nie jest idealem maksymalnym. Zatem idealy maksymalne R to dokladnie zbiory funkcji
znikajacych w danym punkcie.

Wskazéwka: dla kazdego punktu x € S rozwaz funkcje f = f. jak w punkcie 2. i podzbior otwarty
Us={yeS"| fuly) >0} c S

(d) Czy wniosek z punktu 3. powyzej mozna uogélnié z S* na dowolna zwarta przestrzen topologiczna?
Czy mozna go uogdlni¢ na dowolng przestrzen topologiczna?



