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defheadpicture{../micek-2cm.jpg}  defauthor{kotko I~LO Biatystok}  defdate{11
pazdziernika 2013}  begin{document}  section{Sieknijmy!}

noindentbegin{minipage}{10.5cm}  begin{problem}[Twierdzenie o~siecznych] Dany jest
okrag $0$ o~$rodku $O$ i~promieniu $R$ oraz~punkt $PS. Jezeli prosta $I$ przechodzi przez
$P$ i~przecina okrag $0$ w~(niekoniecznie r6znych) punktach $A$ i~$B$, to iloczyn
$|PA| cdot |PB|$ nie zalezy od wyboru $I$, a~doktadniej [ |PA| cdot |PB| =
abs{|PO|*2} - R"2}. ] end{problem} end{minipage}begin{minipage}{5cm}

includegraphicsorigin=c]{pow_in} end{minipage} begin{problem}  Dany jest tréjkat
ostrokatny $ABC$.  Punkt $D$ jest rzutem $A$ na $BC$, zas punkt $ES jest rzutem $B$ na
$ACS$. Uzasadnij, ze $CEcdot CA = CDcdot CB$. Punkt $H$ jest punktem przeciecia
wysokosci $ triangle ABCS$. Ktére z~liczb [ DHcdot HA,quad AHcdot AD,quad AEcdot
CA,quad EH cdot BH,] sg réwne? end{problem} begin{problem}  Punkt $P$ lezy na
przecieciu stycznych wypuszczonych z~punktéw $A$ i~$B$  lezacych na okregu o~$rodku
w~$0O$. Punkt $K$ jest srodkiem odcinka $AB$.  Uzasadnij, ze zachodzi $PA”2 = PKcdot
PO$. end{problem} begin{problem} Dane sg okregi $O_1, O_2$, przecinajace sie w
punktach $A,B$.  Punkt $P$ lezy na prostej $AB$, proste $PX$, $PY$ sg styczne do
$0_18, $O_2% odpowiednio. Uzasadnié, ze $angle PXY = angle PYX$. end{problem}
begin{problem}[Kryterium wspétokregowosci]  Jezeli punkty $S,A,B$ oraz $S, C, D$ lezg
odpowiednio na  dwu potprostych o~poczatku w~$S$ to $A, B, C, D$ lezg na jednym okregu
wtedy i~tylko wtedy, gdy $SAcdot SB = SC cdot SD$. end{problem} begin{problem}
Punkty $E, F$ lezg na bokach $AC, AB$ trojkata $ABC$ odpowiednio.  Odcinki $BE$ i $CF$
przecinajg sie w $M$ i zachodzi $MBcdot ME=MCcdot MF$. Udowodnij, ze zachodzi
$AEcdot AC=AFcdot AB$. end{problem} begin{problem}[$star$] Dane sg okregi $o0_1,
o_2$ przecinajgce sie w~dwdch punktach lezacych na  prostej $m$ oraz punkt $P$.
Potproste $k$ i~$I$  majg poczatek w~$P$ i przecinaja: $k$ okrag $o_1$ w~$A, BS, zas $I$
okrag $0_2% w~3$C$, $D$ (punkty $A, B, C, D$ sg parami rozne). Udowodni¢, ze na
czworokacie $ABCD$ da sie opisa¢ okrag  wtedy i~tylko wtedy, gdy $P$ lezy na prostej $m$.
end{problem} begin{problem}  Punkt $P$ lezy wewnatrz nieréwnoramiennego trojkata
$ABCS. Proste $AP, BP,  CP$ przecinajg okrag opisany w~punktach $D, E, F$ (przy czym
$Dneq A, Eneq B,Fneq C$). Styczna do okregu opisanego w~punkcie $C$ przecina $AB$
w~punkcie $S$ takim, ze $CS = SP$. Uzasadnij, ze $SP$ jest styczng do  okregu opisanego
na $ triangle ABP$ oraz ze $FD = FE$. end{problem} end{document}
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noindentbegin{minipage}{10.5cm}  begin{problem}[Twierdzenie o~siecznych] Dany jest
okrag $0$ o~$rodku $O$ i~promieniu $R$ oraz~punkt $P$. Jezeli prosta $I$ przechodzi przez
$P$ i~przecina okrag $0$ w~(niekoniecznie r6znych) punktach $A$ i~$B$, to iloczyn
$|PA| cdot |PB|$ nie zalezy od wyboru $I$, a~doktadniej [ |PA| cdot |PB| =
abs{|PO|*2} - R"2}. ] end{problem} end{minipage}begin{minipage}{Scm}

includegraphics[origin=c]{pow_in} end{minipage} begin{problem}  Dany jest trojkat
ostrokatny $ABC$.  Punkt $D$ jest rzutem $A$ na $BCS, zas punkt $ES$ jest rzutem $B$ na
$ACS$.  Uzasadnij, ze $CEcdot CA = CDcdot CB$. Punkt $H$ jest punktem przeciecia
wysokosci $ triangle ABC$. Ktére z~liczb [ DHcdot HA,quad AHcdot AD,quad AEcdot
CA,quad EH cdot BH,] sg réwne? end{problem} begin{sol}  Skoro $ triangle ABC$ jest
ostrokatny, to $DH < ADS$, stad $DHcdot HA < AHcdot AD$. Pokazemy, ze $DHcdot HA =
EHcdot HB$ oraz $AHcdot AD =  AEcdot CA$, beda to wiec jedyne rownosci. Skoro $
angle ADB = angle BEA = 90”circ$, to na czworokacie $ABDE$ da  sie opisac okrag.
Przekatne $AD$ i~$BES$ przecinajg sie w~$H$, wiec  $AHcdot HD = HEcdot HB$
z~twierdzenia o~siecznych. Podobnie, $ angle HDC = angle HEC = 90”circ$, wiec punkty
$H, D, C,E$lezana  jednym okregu. Z~twierdzenia  o~siecznych mamy $AEcdot AC =
AH cdot AD$. end{sol} begin{problem}  Punkt $P$ lezy na przecieciu stycznych
wypuszczonych z~punktow $A$ i~$B$  lezacych na okregu o~$rodku w~$0O8$. Punkt $K$ jest
$rodkiem odcinka $AB$.  Uzasadnij, ze zachodzi $PA"2 = PKcdot  PO$. end{problem}
begin{sol}  Skoro $K$ jest srodkiem cieciwy $ABS, to $OKperp ABS, czyli $ angle AKO =
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90”circ$ i~srodek okregu opisanego na $ triangle AKO$ lezy na $A0$. Wobec tego $PAS$
jest styczng do tego okregu i~z~twierdzenia o~siecznych  (a~konkretniej o~siecznej
i~stycznej) mamy $PA”2 = PKcdot PO$. end{sol} begin{problem}  Dane sa okregi
$0O_1, O_2%, przecinajace sie w punktach $A,B$.  Punkt $P$ lezy na prostej $AB$, proste
$PX$, $PY$ sg stycznedo  $O_1$, $O_2% odpowiednio. Uzasadni¢, ze $angle PXY = angle

PYX$. end{problem} begin{sol} Skoro punkt $P$ lezy na $ABS$ to
[ PXA2 = PAcdot PB = PY*2, ] stad $|PX|*2 = IPY[23,
$|PX| = |PY|$, wiec trojkat $PXY$ jest rbwnoramienny, co konczy dowdd.

end{sol} begin{problem}[Kryterium wspotokregowosci]  Jezeli punkty $S,A,B$ oraz $S, C,
D$ lezg odpowiednio na  dwu pétprostych o~poczatku w~$S$ to $A, B, C, D$ lezg na jednym
okregu  wtedy i~tylko wtedy, gdy $SAcdot SB = SC cdot SD$. end{problem}

begin{sol} “wtedy". Jezeli $A, B, C, D$ lezg na jednym okregu, to $|SA|cdot
|SB| = |SC| cdot |SD|$. “tylko wtedy". Zatbzmy zatem, ze $|SA|cdot
|SB| = |SC| cdot |SD|$. Okrag opisany na $A, B, C$ przecina pétprostg $SC$
w~punkcie $D'$ (gdy jest on styczny przyjmujemy $D' = C$). Korzystajac z~implikaciji
“wtedy" obliczamy $|SA|cdot |SB| = |SC| cdot |SD|$. tacznie $|SC|cdot |SD|
= |SA|cdot |SB| = |SC| cdot |SD'|$, czyli $|SD| = |SD'|$, $D = D'$. end{sol}

begin{problem}  Punkty $E, F$ lezg na bokach $AC, AB$ tréjkata $ABC$ odpowiednio.
Odcinki $BE$ i $CF$ przecinajg sie w $M$ i zachodzi $MBcdot ME=MCcdot MF$.

Udowodnij, ze zachodzi $AEcdot AC=AFcdot AB$. end{problem} begin{sol}  Skoro
$MBcdot ME=MCcdot MF$ to (z~powyzszego kryterium) $B, E, C, F$ lezg na jednym

okregu $0$, a~skoro tak to $AEcdot AC = AFcdot AB$. end{sol} begin{problem}[$star$]
Dane sg okregi $0_1, o_2$ przecinajace sie w~dwoéch punktach lezgcych na  prostej $m$
oraz punkt $P$. Potproste $k$ i~$I$  majg poczatek w~$P$ i przecinaja: $k$ okrag $o_1$
w~$A, BS, zas $I$  okrag $o_2% w~$C$, $D$ (punkty $A, B, C, D$ sg parami rézne).
Udowodnié, ze na czworokacie $ABCD$ da sie opisa¢ okrgg  wtedy i~tylko wtedy, gdy
$P$ lezy na prostej $m$. end{problem} begin{sol} = Oznaczmy punkty przeciecia przez $X,
Y$.  Jezeli $P$ lezy na $XY$, to $PAcdot PB = PXcdot PY = PCcdot PD$  z~twierdzenia
o~siecznych dla $o_1, 0 2$. Jezeli zas $PAcdot PB = PCcdot PD$, to oznaczamy przez
$Y'$ drugi punkt  przeciecia prostej $PX$ z~$o0_1$. Wtedy $PXcdot PY' = PA cdot PB =
PCcdot PD$, wiec $C, D, X, Y'$ lezg na jednym okregu~--- $o_2%. Skoro  tak, to $Y'$ lezy na
$0_1$i~$0_ 2%, wiec $Y' = Y$. emph{Uwaga: jest tutaj nieco niewyjasnionych delikatnosci,
np. dlaczego $Y' neq X$?} end{sol} begin{problem}  Punkt $P$ lezy wewnatrz
nierbwnoramiennego tréjkata $ABCS$. Proste $AP, BP,  CP$ przecinajg okrag opisany
w~punktach $D, E, F$ (przy czym $Dneq A,  Eneq B,Fneq C$). Styczna do okregu
opisanego w~punkcie $C$ przecina $AB$  w~punkcie $S$ takim, ze $CS = SP$. Uzasadnij,
ze $SPS jest styczngdo  okregu opisanego na $ triangle ABP$ oraz ze $FD = FES$.
end{problem} begin{sol} begin{minipage}{8cm} Skoro $SC$ jest styczng to $SC"2 =
SAcdot SB$. Wobec tego rowniez $SP*2 = SAcdot SB$. Oznaczmy drugi punkt
przeciecia prostej $SP$ z~okregiem opisanym na $ triangle ABP$ jako $P'$. Wtedy
$SPcdot SP' = SAcdot SB = SP"28$, czyli $P' = P$ i~jest $SP$ jest styczna. Aby
udowodnié, ze $FD = FE$ wystarczy (i~potrzeba) wykazaé, ze styczna do okregu
opisanego na $ triangle ABC$ w~punkcie $F$ jest réwnolegta do $EDS. Udowodnimy, ze
obydwie te proste sg rownolegte do $PS$. Dla uproszczenia zapisu niech $S'$ lezy na
$PSS$ po innej stronie $P$ niz $S$. Mamy, uzywajac twierdzenia o~kacie wpisanym
i~dopisanym $ angle BED = angle BAD = angle BPS'$, stad $PS' parallel DE$.
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Oznaczmy przez $F'$ punkt na stycznej do $F$ lezacy ,,po przeciwne;j stronie niz $B$".
Obliczamy begin{multline*}angle F'FC = angle F'FA + angle AFC =\ angle FCA +
angle ACS = angle SCP = angle SPC,end{multline*}
end{minipage}begin{minipage}{8cm} includegraphics{zad8}  end{minipage} gdzie
stosujemy twierdzenie o~kgcie wpisanym i~dopisanym oraz, w~ostatnim przejsciu,
zatozenie $SC = SP$. Wobec powyzszej réwnosci mamy $PS parallel FF'$, co konczy
dowdd. emph{Wszystkie powyzsze triki ze styczng da sie przepisa¢ na katy. Ale po
namysle uwazam, ze nie ma najmniejszych szans zobaczyc tych katow bez dobrego
rysunku :) I~to dlatego zadanie byto trudnedots} end{sol} end{document}
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