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defheadpicture{micek-2cm.jpg}  defauthor{(a~miejscami nawet surround)}  defdate{30
stycznia 2014}  begin{document}  section{Stereo} emph{To kotko wiele zawdziecza
niezrobwnanym artykutom Michata Kiezy =~ z~,,Kacika Przestrzennego" Delty. Oprocz tego
zadania pochodzg z~OMow  oraz prezentacji Adama Osekowskiego. Prawdopodobnie sg
w~nich literowki (albo i~gorzej). Gdyby kto$ cos zobaczyt, prosze o~informacje na maila;
poprawie.}  vspace{iem} Ogodlne fakty: w~czworoscianie istnieje srodek ciezkosci
(lezacy na  przecieciu czterech odcinkdw taczgcych wierzchotki ze srodkami ciezkoci
&cian), na czworoscianie  mozna opisac sfere i~mozna wen wpisac sfere.
subsection*{Punkty wyréznione $star$} W~tym akapicie dany jest czworoscian $ABCD$.
Skonstruujemy trzy (nie  cztery) punkty wyroznione tego czworoscianu. Niekoniecznie trzeba
umie¢  uzasadnic¢ konstrukcje, ale czasami warto je znac. emph{Wskazéwka do
wszystkich dowodow: jak sie dowodzi istnieniana  ptaszczyznie?} begin{problem}
Uzasadnij, ze czterech odcinkdéw tgczacych wierzchotki ze srodkami ciezkosci
przeciwlegtych $cian przecinaja sie w~jednym punkcie $M$. Nazywamy go
emph{srodkiem ciezkosci} czworoécianu.  end{problem} begin{problem} Uzasadnij,
ze sze$C ptaszczyzn symetralnych do krawedzi czworoscianu przecina sie w~jednym
punkcie $O$. Nazywamy go emph{$rodkiem sfery opisanej} na czworoscianie. Uzasadnij,
Ze zaiste istnieje (jedyna) sfera przechodzaca przez punkty $ABCD$ o~$rodku w~$08$.
end{problem} begin{problem} emph{Ptaszczyzna dwusieczna} kata pomiedzy dwoma
ptaszczyznami to zbidr punktéw réwnoodlegtych od tych ptaszczyzn. Uzasadnij, ze
cztery ptaszczyzny dwusieczne katéw pomiedzy Scianami czworoscianu przecinajg
sie w~jednym punkcie $I$. Nazywamy go emph{$rodkiem sfery wpisanej}
w~czworoécian. Uzasadnij, ze zaprawde istnieje (jedyna) sfera styczna do
$cian czworoscianu $ABCD$ o~$rodku w~$1$.  end{problem} subsection*{Proste
prostopadte} Kluczowe sg nastepujgce dwie uwagi  begin{enumerate} item jezeli
dwie nieréwnolegte proste $m_1, m_2$ lezace w~danej ptaszczyznie sg prostopadte do
prostej $ell$, to cata ptaszczyzna zawierajgca $m_1$ i~$m_2$ jest prostopadta do
$ell$. item jezeli prosta $ell$ jest prostopadta do ptaszczyzny $pi$, to jest
prostopadta do dowolnej prostej z~tej ptaszczyzny.  end{enumerate}
begin{problem}[Twierdzenie o~trzech prostopadtych, wazne!] Dany jest punkt $A$
i~prosta $ell$ lezaca na ptaszczyznie $pi$. Niech $H$ oznacza rzut $A$ na $pi$.
Udowodnij, ze rzuty punktéw $A$ i~$H$ na prostg $ell$ pokrywajg sie.  end{problem}
begin{problem} Dane sg odcinki $CD$ i~$AB$. Uzasadnij, ze $CDperp AB$ wtedy
i~tylko wtedy, gdy rzuty $C$ i~$D$ na $ABS$ pokrywajg sie.  end{problem}
begin{problem} Wszystkie katy przy wierzchotku $A$ czworoscianu $ABCDS$ sg proste.
Wykaz, ze rzut $H$ punktu $AS$ na ptaszczyzne $BCDS$ jest ortocentrum tréjkata
$BCD$.  end{problem} begin{problem}[wazne!] Uzasadnij, ze proste $I$ i~$m$ lezg
w~jednej ptaszczyznie wtedy i~tylko wtedy, gdy sg réwnolegte lub przecinajg sie.
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end{problem} begin{problem} Dany jest czworoscian $ABCDS$. Wykaz, ze jezeli
wysokosci poprowadzone z~punktéw $A$ i~$B$ tego czworoécianu przecinajg sie, to
proste $AB$ i~$CD$ sg prostopadte. emph{Zatem og6Inie w~czworoscianie wysokosci
nie przecinajg sie w~jednym punkcie~--- niekoniecznie istnieje ortocentrum.}
end{problem} begin{problem} Krawedz $AD$ czworoscianu $ABCD$ jest prostopadta
do ptaszczyzny $ABCS$. Uzasadnij, ze rzut ortocentrum trojkata $ABC$ na ptaszczyzne
$BCDS jest ortocentrum tréjkata $BCD$.  end{problem} subsection*{Réwnos¢
stycznych i~ulubiony lemat MK} Ponizsze twierdzenie jest kluczowe w~stereometrii. Warto
przeanalizowa¢  wszystkie dowody, by przy okazji nauczyc¢ sie pozytecznych rzeczy.
begin{thm}[Najmocniejsze twierdzenie stereometrii, wazne!] Niech $0$ bedzie sfera,
a~$P$ dowolnym punktem poza kulg, ktérej brzegiem jest $0$. Wtedy wszystkie styczne
z~$P$ do $0$ majg réwne diugosci.  end{thm} begin{proof}[I~dowdd] Niech $O%
oznacza $rodek sfery, $r$ jej promien, zas $X$ bedzie dowolnym punktem stycznosci.
Witedy tréjkat $PXOS$ jest prostokatny i~z~twierdzenia Pitagorasa $PX = sqrt{PO"2 -
XO"2} = sqrt{PO”"2 - r*2}$. To nie zalezy od punktu $X$.  end{proof} begin{proof}[ll
dowdd] Niech $0$ bedzie srodkiem sfery $0$. Rozwazmy dowolne dwa punkty
stycznosci $X$ i~$Y$ oraz ptaszczyzne $pi$ zawierajgcg $PSP, $X$ i~$Y$. Niech $u =
ocap pi$ bedzie okregiem wycinanym przez $pi$, zas $U$ jego srodkiem. Punkt
$O8$ jest réwnoodlegty od punktéw $u$, wiec jego rzut rowniez, zatem $US$ jest rzutem
$0$ na $pi$. Skoro $XOperp PX$ i~$OUperp pi supseteq PX$, to $UXperp PX$.
Podobnie $UYperp PY$. Skoro tak, to $PX$ i~$PY$ sg styczne do okregu $0$, wiec $PX
= PY$.  end{proof} begin{proof}[Szkic Il dowodu] Niech $O$ oznacza $rodek sfery
$0$ i~niech $o0_2$ bedzie sferg o~Srodku w~$rodku odcinka $OP$ i~promieniu takim, ze
$0in o_28%. Niech $X$ bedzie dowolnym punktem stycznosci, wtedy $ angle PXO =
90" circ$, wiec $Xin o_2$. Skoro tak, to zbior punktéw stycznosci jest okregiem,
ktory jest przecieciem sfer $0$ i~$o_2$ (emph{pomysI| o~tym okregu dostatecznie
dtugo, by wydato sie to oczywiste, przynajmniej ,,na rysunku"}!). Niech $u = o cap
0_2$ oznacza ten okrag. Sfery $0$ i~$0_2$ nie zmieniajg sie przy obrocie wokot
$OPS, wiec rowniez $u$ nie zmienia sie przy tym obrocie. A~to znaczy, ze $rodek $u$
lezy na $OP$ i~$u$ lezy w~ptaszczyznie prostopadtej do $OPS$. Styczne z~punktu
$P$ do $0$ to odcinki taczace $P$ z~punktami $u$, czyli tworzgce pewnego stozka, ktére
majg réwne diugosci (emph{to prosty wniosek z~Pitagorasa}).  end{proof}
Prawdziwa sita tego twierdzenia wynika z~faktu, ze, w~przeciwienstwie do  ptaszczyzny,
stycznych jest nieskonczenie wiele. begin{problem} Sfera wpisana w~czworoscian
$ABCDS jest styczna do sciany $ABC$ w~$P$ za$ do sciany $ABD$ w~$Q$. Uzasadnij,
ze $ angle APB = angle AQBS$. Dowiedz takze, ze $ angle APC = angle BQDS$.
emph{Narysuj wszystkie punkty styczno$ci sfery i~sprawdz, ktore katy przy tych punktach
sgréwnel}  end{problem} begin{problem}[$starstar$] Zdefiniuj sfere dopisang do
$ciany $ABC$ czworoscianu $ABCD$ i~dowiedz, ze sfera ta istnieje. ~ end{problem}
begin{problem} Niech $s$ bedzie sferg wpisang w~czworoscian $ABCD$, zas $s'$
bedzie sferg dopisang do $ciany $ABC$ tego czworoscianu. Niech $P$, $Q$ bedg
punktami stycznosci sfer $s$, $s'$ do ptaszczyzny $ABDS$. Uzasadnij, ze punkty $P$,
$Q$, $D$ sg wspdtliniowe.  end{problem} begin{problem} Czy rzut $rodka sfery
opisanej na czworo$cianie $ABCD$ na $ciane $ABCS jest Srodkiem okregu opisanego na
$ABC$? Czy rzut $rodka sfery wpisanej w~$ABCD$ jest srodkiem okregu wpisanego?
end{problem} subsection*{Miscellanea i~zadania z~OMdw} begin{problem}
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Okregi wpisane w~$ciany $ABC$ i~$ABD$ czworoscianu $ABCD$ sa styczne do
krawedzi $AB$ w~tym samym punkcie. Wykaz, ze punkty stycznosci tych okregéw
z~krawedziami $ACS, $BCS$ oraz $ADS, $BDS lezg na jednej sferze.  end{problem}
begin{problem}[$star$] W~czworoscianie SABCD$ krawedz $ABS jest prostopadta do
kra-wedzi $CD$ i~$angle ACB=angle ADB$. Udowodnij, ze ptaszczyzna wyznaczona przez
krawedz $ABS$ i~srodek krawedzi $CDS$ jest prostopadta do krawedzi $CD$. end{problem}
begin{problem}[59 OM]  Dany jest ostrostup czworokatny $ABCDS$ o~podstawie $ABCD$,
bedacej  czworokatem wypukltym. Sfera wpisana w~ten ostrostup jest styczna do $ABCD$
w~$P$. Uzasadnij, ze $ angle APB + angle CPD = 180”circ$. end{problem}
begin{problem}[61 OM]  Punkty $A'$, $B'$, $C'$ sg odpowiednio rzutami prostokgtnymi
wierzchotkéw  $AS, $BS$, $C$ czworoscianu $ABCDS na przeciwlegte Sciany. Dowiesé, ze
jezeli punkt $A'$ jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie $BCD$,  punkt $B'$ jest
Srodkiem okregu wpisanego w~trojkat SACD$, zas punkt $C'$  jest Srodkiem ciezkosci
tréjkata $ABD$, to czworoscian $ABCDS$ jest  foremny. end{problem} begin{problem}[61
OM] Dany jest czworoscian $ABCDS$, ktérego Sciany sa trojkgtami ostrokatnymi.  Na
prostej $ell$ lezy Srodek sfery wpisanej oraz $rodek sfery opisanejna  tym czworo$cianie.
Udowodnij, ze jesli prosta $ell$ przecina odcinek  $AB$, to $ angle ACB = angle ADBS.
end{problem} begin{problem}  Niech $M$ bedzie srodkiem ciezkosci sciany $ABC$
czworoscianu $ABCDS$. Uzasadnij, ze  objetosci czworoscianéw $ABMD$, $BCMD$
i~$CAMDS$ sa rowne. end{problem} begin{problem}  Niech $I$ bedzie srodkiem sfery
wpisanej w~czworoscian $ABCDS$, zas $I'S  bedzie lezat na odcinku $DI$. Uzasadnij, ze
odlegtosci $I'$ od scian $ABD$, $BCD$, $CADS sg réwne. end{problem} begin{problem}[63
OM]  Udowodnij, ze w~czworos$cianie $ABCD$ wierzchotek $D$, srodek sfery  wpisanej
oraz $rodek ciezkosci czworoscianu lezg na jednej prostej wtedy  i~tylko wtedy, gdy pola
tréjkatow $ABDS, $BCDS$ i~$CADS$ sg rowne. end{problem} begin{problem}[62 OM]
W~czworoscianie rozwazamy dwusieczne trzech katéw ptaskich majacych  wspdlny
wierzchotek. Wykaz, ze jesli dwie z~tych dwusiecznych sg  prostopadte, to wszystkie one sg
wzajemnie prostopadte. end{problem} subsection*{Wskazdwki do zadan}
begin{wskazowka}  Jezeli wierzchotki majg wspétrzedne (w~jakimkolwiek uktadzie) $(x_A,
y A zAS$ $xB,yB,zB)$ $x C,y C,zC)$ $x D,y D,z D)3, to Srodek
ciezkosci ma wspétrzedne | left( frac{sum x_i}{4}, frac{sum y_i}{4}, frac{sum z_i}{4}
right). ] end{wskazowka} begin{wskazowka} @ emph{Ptaszczyzna symetralna} odcinka
$ABS$ to ptaszczyzna przechodzaca  przez $rodek $ABS i~prostopadta do $ABS. Z~drugiej
strony ptaszczyznata  to emph{zbiér punktéw rownoodlegtych od $A$ i~$B$}. Te wazng
wiasnos¢  warto sprawdzié lub choé zapamietaé. Majac ja, przecinamy trzy symetralne
i~uzasadniamy, ze pozostate trzy przechodzg przez punkt przeciecia.  Dlaczego trzy
symetralne majg punkt przeciecia (nie ma  probleméw z~réwnolegtoscig)? Gdyby nie, to
czworoécian ztozytby sie do  ptaskiego. end{wskazowka} begin{wskazowka} Na
poczatek trzeba skonstruowaé dwusieczng. Latwiej to zrobié niz  zapisac Idots  Niech $pi$
i~$pi'$ bedg dwoma potptaszczyznami przecinajacymi sie na  prostej $m$. Niech $sigma$
bedzie ptaszczyzng prostopadta, zatézmy, ze  przecina ona $pi$ w~potprostej $I$ i~$pi'$
w~potprostej $I'S. emph{Ptaszczyzna dwusieczna}  kata dwusciennego pomiedzy $pi$ i~$pi'$
to ptaszczyzna przechodzgca  przez $m$ i~dwusieczng kata pomiedzy potprostymi $I$ i~$I'$.
Konstrukcja  nie zalezy od wyboru $sigma$. Teraz, podobnie jak w~poprzednim zadaniu,
trzeba sprawdzi€, ze ptaszczyzna  dwusieczna kata to zbidr tych punktow wewnatrz kata,
ktore sg rownoodlegte  od obu Scian kata. end{wskazowka} begin{wskazowka}
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emph{To wazne zadanie dobrze pokazuje metode manipulacji prostopadtoscig.  Jak zwykle
warto wyobrazié¢ sobie rysunek.} Niech $H'$ oznacza rzut $A$ na $ell$. Wiedy $AH'perp
ell$ z~definicji.  Z~drugiej strony $AHperp ell$, gdyz $AHperp pi$ a~$ell$ lezy  w~$pi$.
Wobec tego proste $AH'$ i~$AH$ w~ptaszczyznie $AHH'$ sg  prostopadte do $ell$, wiec
cata $AHH'S$ jest prostopadta, a~stgd $HH'perp  ell$. To dowodzi, ze $H'$ jest rzutem $H$ na
$ell$. end{wskazowka} begin{wskazowka} Jezeli rzuty $C$ i~$D$ pokrywaja sie, to,
oznaczajac rzut przez $K$, mamy  $CKperp AB$ i~$DKperp ABS$, wiec cata  ptaszczyzna
$CDKS$ jest prostopadta do $AB$, stad $CDperp ABS. Z~drugiej strony zatézmy, ze
$CDperp AB$ i~niech $K$ bedzie rzutem $C$ na  $ABS. Wiedy réwniez $CDKS jest
prostopadta do $AB$, wiec $DKS$ jest rzutem  $D$ na $ABS. end{wskazowka}
begin{wskazowka} = Wystarczy pokazagé, ze $BHS$ jest prostopadte do $CD$ (i~analogicznie
dla  $CHS$ i~$DHS$). Ale $AHperp BCD$, wiec $AHperp CD$ oraz $AB perp ACD$,  wiec
$ABperp CD$. Stad tez $ABHperp CD$, wiec $BHperp CD$. end{wskazowka}
begin{wskazowka} Jezeli $I$ i~$m$ lezg w~jednej ptaszczyznie, to jest to oczywiste. Jezeli
$I$ i~$m$ przecinajg sie, to lezg w~ptaszczyznie zawierajacej $I$  i~dowolny punkt z~$m$
inny niz punkt przeciecia. Jezeli $I$ i~$m$ sg  prostopadte, to lezg w~ptaszczyznie
zawierajacej $I$ i~dowolny punkt $m$. end{wskazowka} begin{wskazowka} = Na mocy
poprzedniego zadania wysokosci $AH_1$ i~$BH_2$ lezg w~pewnej ptaszczyznie  $pi$.
Mamy $AH_1perp BCD$ oraz $BH_2perp ACD$, wiec $pi perp CD$. Ale  $AB subseteq pi$,
wiec $AB perp CD$. end{wskazowka} begin{wskazowka}  Niech $J$ oznacza ortocentrum
$ABCS, zas $H$ oznacza jego rzut na $BCD$.  Wystarczy pokazaé, ze $BH perp CD$,
wtedy analogicznie $CH perp BD$  i~mamy teze. = Mamy $BHperp AC$ i~$BH subseteq
ABCperp AD$, wiec $BHperp CD$. end{wskazowka} begin{wskazowka} = Z~réwnosci
stycznych $AP = AQ$ i~$BP = BQS$, wiec $ triangle ABP equiv triangle ABQS$,
w~szczegolnosci $ angle APB = angle AQBS. Druga réwnos¢ wynika z~pierwszej: najlepiej
narysowac siatke czworoécianu, zaznaczy¢ wszystkie 12 katow (6 par katdow rownych) przy
4 punktach stycznosci sfery wpisanej i~sprawdzi¢, ze $ angle APC = angle BQD$
bezposrednimi obliczeniami. end{wskazowka} begin{wskazowka} = emph{Sfera
dopisana} to sfera styczna do trojkgta $ABCS i~ptaszczyzn  zawierajgcych pozostate $ciany
czworos$cianu $ABCDS$ taka, ze jej Srodek  lezy poza $ABCDS$. By ja skonstruowag,
trzeba przypomnieg, jak byt konstruowany okrag  dopisany: jako przeciecie dwusiecznej kata
i~dwusiecznej kata  zewnetrznego. Srodek sfery dopisanej lezy na przecieciu dwéch
dwusiecznych  katéw dwusciennych i~jednego dwusiecznej kata zewnetrznego
dwusciennego  (co to jest?). end{wskazowka} begin{wskazowka} = Punkty stycznosci to
rzuty $rodkéw odpowiednich sfer. Srodki te oraz punkt ~ $D$ leza na pewnej prostej $ell$.
Prosta $ell$ jest przecieciem  dwusiecznych trzech katéw dwusciennych: pomiedzy $ABD$
i~$BCD$, pomiedzy  $BCD$ i~$CAD$ oraz pomiedzy $CADS i~$ABDS$. end{wskazowka}
begin{wskazowka} = Rzut $rodka sfery opisanej jest Srodkiem okregu opisanego na mocy
twierdzenia Pitagorasa. Dla sfery wpisanej nie jest to prawdg:  nieformalnym przyktadem jest
np.~czworos$cian o~pieciu krawedziach rownej  dtugosci $a$, zas~piatej krawedzi b. krotkie;
w~poréwnaniu z~$a$. end{wskazowka} begin{wskazowka}  Niech $pi$ oznacza
prostopadtg do $AB$ w~punkcie stycznosci okregdw.  Niech proste $I_1$ i~$l_2$ oznaczajg
prostopadte $ABCS$ i~$ABD$  przechodzace przez srodki okregdéw wpisanych. Wtedy $I_1$
i~$l_ 2% lezg  w~$pi$, wiec przecinajg sie (dlaczego nie sg réwnolegte?), punkt  przeciecia
jest srodkiem sfery. end{wskazowka} begin{wskazowka} Z~réwnoéci katéw wynika, na
mocy twierdzenia sinuséw, ze promienie okregdw  opisanych na $ABC$ i~$ABD$ sg réwne.
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Niech $O$ bedzie srodkiem sfery  opisanej na $ABCD$. Z~réwnosci promieni i~twierdzenia
Pitagorasa  stwierdzamy, ze $O8$ jest rownoodlegly od ptaszczyzn $ABCS i~$ABDS. Wobec

tego $ABOS jest dwusieczng kata dwusciennego pomiedzy $ABCS i~$ABDS. Niech $K$
oznacza rzut $C$ na $ABS; skoro $CDperp AB$ to $K$ jest takze  rzutem $D$ na $ABS.
Wystarczy wykazaé, ze $KMperp CD$. Niech $pi$ bedzie  ptaszczyzng $CDKS. Niech $ell =
ABOcap pi$, wtedy $ell$ jest  dwusieczng $CKD$ oraz $ell$ zawiera Srodek okregu
opisanego na $CKD$.  Wobec tego $CKD$ jest rownoramienny i~$KMperp CD$.
end{wskazowka} begin{wskazowka}  Narysuj siatke, zaznacz wszystkie punkty stycznosci
i~wszystkie katy rbwne  przy nich i~przelicz. end{wskazowka} end{document}
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