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2013}  begin{document}  section{Nieréwnosci} Zadania w~sporej czesci pochodzg
z~biatostockiego kota PTM,  url{ptm.pb.edu.pl}.
defbareroger{includegraphics[height=1em]{jolly-roger-mat}} = defroger{ hbox{bareroger{}} }
subsection{Twierdzenie B ezouta} Twierdzenie B ezouta daje uzyteczny, cho¢ i~prosty
trik do zwijania  nieréwnosci. Jezeli mamy wielomian $Q$ od zmiennych $a, b$
i~podstawienie  $a:=  b$ sprawia, ze wielomian $Q$ staje sie zerem, to $Q = (a - b)cdot
R$, gdzie $R$ jest innym wielomianem. Przyktadowo  skoro $a”4 - 4a”3b + 6a"2b"2 -
4ab”3 + b"4$ staje sie zerempo  podstawieniu $a := b$, wiec $a*4 - 4a"3b + 6a"2b"2 -
4ab"3 + b* = (a-b)cdot mbox{ COS}$. Przeliczenie daje $mbox{COS} = a3 - 3a*2b +
3ab”2 - b"3$, wiec znowu mozemy zapisaé $mbox{COS} = (a-b)mbox{ COS} 2$ itd.
Oczywiscie twierdzenie nie jest potrzebne do tego, by tak  zapisywag, ale warto wiedzie¢, ze
mozna tatwo sprawdzi¢, czy da sie  wytgczyé $a - b$ przed nawias. Ten sam trik dziata
oczywiscie rowniez dla  podstawienia $a := 3b$ itd. begin{problem} Liczby $a, b$
sg rzeczywiste dodatnie. We wszystkich ponizszych nieréwnos$ciach zastap bareroger{}
jednym ze znakow: $geq, leg$ po czym udowodnij otrzymang nieréwnos¢.
begin{enumerate} item $ab*n-1} + a*{n-1}b roger a*n + b"n$, gdzie $n$ jest
catkowite dodatnie. item $ar-1}bMn+1} + aMn+1}b"{-1} roger a*n + b*n$, gdzie $n$
jest catkowite dodatnie. item $ark}b n-k} + a®{n-k}bMk} roger a*n + b"n$, gdzie $n$
jest catkowite dodatnie, zas $k$ jest catkowite z~przedziatu $[0, n]$.
item $n(a-b)(a*n-1} + bAn-1})roger 2(a”n - b*n)$, gdzie $nin mathbb{Z} +$.
item $(1+a"3)"2(1+b"3) roger (1+ab”2)"33. end{enumerate}  end{problem}
begin{problem} Liczby dodatnie $a, b, c$ sa takie, ze [ abc = Tmbox{ oraz }
a+b+c>ar-1} + bAN-1} + cM-1}. ] Wykaz, ze doktadnie jedna z~tych liczb jest
wieksza od $1$.  end{problem} subsection{Srednie} begin{problem} Liczby
$x_1, Idots ,x_n$ sg dodatnie. We wszystkich ponizszych nieréwnos$ciach zastap
bareroger{} jednym ze znakéw: $geq, leq$ po czym udowodnij otrzymang nieréwnosg.
begin{enumerate} item $frac{1}{n}left( x_172 + Idots + x_n"2 right) roger
left(frac{x_1 + Idots + x_n}{n}right)"2$, item $frac{1}{n}left( sqrt{x_1} + Idots +
sqrt{x_n} right) roger sqgrt{frac{x_1 + Idots + x_n}{n}}$, item $frac{1}{n}left(
sqri[3]{x_1} + Idots + sqrt[3]{x_n} right) roger sqrt[3]{frac{x_1 + Idots + x_n}{n}}$.
end{enumerate}  end{problem} begin{problem} Liczby dodatnie $a_1, Idots
,a_n$ sumujag sie do $1$. Wyznacz, w~zaleznosci od $n$, najmniejszg mozliwg
warto$¢ wyrazenia [ frac{fa_1}{2 - a_1} + Idots + frac{a_n}{2 - a_n}. ]
end{problem} begin{problem} Liczby $x, y, z, t$ sg nie mniejsze od $1/4$ i~spetniajg
rownos¢ $x12 +y"2 + z"2 + "2 = 1$. Wyznacz najmniejszg i~najwiekszg wartosc, jaka
moze przyjac iloczyn $xyzt$.  end{problem} begin{problem} Udowodnié, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych $x_1, Idots ,x_n$ zachodzi nieréwnoé¢ [ x_1
x_2 ldots x_n leq frac{x_172}{2} + frac{x_2"4}{4} + frac{x_37"8}{8} + Idots +
frac{x_n*2"n}}{2"n} + frac{1}{2"n}. ] end{problem} begin{problem}[*]
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych $a, b, c$ zachodzi nieréwnos¢
[6(a"2+b"2+c2)(a+b+c)leq 9(a*3+b"3+c"3)+(a+b+c)*3.]  end{problem} end{document}
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