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documentclass[10pt, adpaper]{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath}
usepackage{amsthm} usepackage[textwidth=16cm, textheight=24cm]{geometry}
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
usepackage{polski} usepackage{graphicx} usepackage{enumitem} setlist{noitemsep}
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newcounter{problem} newenvironment{problem}[1][]{  stepcounter{problem}  vskip 3mm
noindent{textsc{{bfseries Zadanie theproblem{}} #1}}\}  { } pagestyle{empty}

defabs #1{leftvert #1rightvert} renewcommand{angle}{sphericalangle}
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defheadpicture{stala}  defauthor{kétko I~LO Biatystok} = defdate{13 grudnia 2013}
begin{document}  section{Nieréwnos$¢ Jensena dla $x*{alpha}$} emph{Zdecydowana
wiekszo$¢ materiatu jest bezczelnie zerznieta z~wyktadu Oli Baranowskiej z~Proserw
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2011, zachecam do poréwnania. Inne mozliwe zrddta to

{normalfonturl{matma.ilo.pl}}, czy = google~--- jest sporo wynikdéw z~zadaniami.}
begin{defn} mbox{}vskip Omm begin{minipage}{8cm} Funkcja
$f:[a,b]rightarrowmathbb{R}$ jest emph{wypukita} wtedy i~tylko wtedy, gdy dla
wszystkich $x,yin[a,b]$ i~dowolnej liczby $tin[0,1]$ zachodzi nierownosé: [f(tx+(1-t)y)leq
tf(x)+(1-t)f(y).] Gdy nieréwnos¢ zachodzi w~drugg strone, funkcja jest wklesta.
end{minipage}begin{minipage}{7cm} includegraphics{wypukle} end{minipage}
end{defn} = Nas w~zasadzie odchodzi jedynie wniosek:  begin{cor} Niech $alpha$
bedzie ustalong liczbg rzeczywista. Jezeli $alpha > 1$ lub $alpha < 0% to funkcja $f(x) =
xMalpha}$ jest wypukta. Jezeli $alphain (0, 1)$, to funkcja ta jest wklesta.  end{cor}
Na przyktad funkcja $x"2$ jest wypukta, zas funkcja $sqrt{x}$ jest  wklesta. Ogolnie,
jezeli istnieje druga pochodna funkcji $f$, to $f$ jest wypukta  na $[a, b]$  wtedy i~tylko
wtedy, gdy druga pochodna jest nieujemna na $[a, b]$.  Podobnie $f$ jest wklesta, jezeli

druga pochodna $f$ jest niedodatnia. begin{thm}[nierbwnos¢ Jensena] Niech
$f:mathbb{R}_+rightarrowmathbb{R}$ bedzie funkcjg wypukita. Jezeli liczby
$x_1,x_2,dots,x_n$ sg dodatnie, za$ liczby underline{nieujemne}
$alpha_1,alpha_2,dots,alpha_n$ sumujg sie do $1$, to zachodzi [f(alpha_1 x_1+alpha_2

x_2+dots+alpha_n x_n)leqgalpha_1 f(x_1)+alpha_2 f(x_2)+dots+alpha_n f(x_n)] Jesdli
funkcja jest wklesta, nieréwno$¢ zachodzi w~drugg strone.  end{thm}  Liczby $alpha_1,
Idots ,alpha_n$ nazywamy emph{wagami}, najczesciej = uzywamy wag $alpha_1 = alpha_2 =
Idots = alpha_n = 1/n$ lub wag $alpha_ 1= x_1/(x_1 + Idots + x_n), alpha_ 2 =x_2/(x_1 +
Idots +x_n), Idots ,alpha_n=x_n(x_1 + Idots + x_n)$. begin{problem} Wykaz, ze
dla dowolnych $a,b,c$ dodatnich zachodzi [8a"2+3b"2+3c"2geq(a+b+c)2.]
end{problem} begin{problem} Dowiedz, ze jesli $a,b,c$ sg dodatnie i sumujg sie do
$18%, to [a"3+b"3+c"3geq(at2+br2+ch2)"2.] end{problem} begin{problem}
Niech $x_1, Idots ,x_n$ bedg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. begin{enumerate}
item Udowodnij, ze zachodzi tzw.~nieréwno$é pomiedzy Srednig arytmetyczng i~kwadratowg

[ frac{x_1 + Idots + x_n}{n} leq sqrt{frac{x_172 + Idots +
x_n"2Hn}}. ] item Udowodnij, ze zachodzi tzw.~nieréwnos¢ pomiedzy $rednig

kwadratowg i~szesciennag, tzn. [ sgrt{frac{x_172 + Idots +
x_n"2Hn}} leq sqri[3){frac{x_13 + Idots + x_n"3Hn}}. ]
end{enumerate}  end{problem} begin{problem} Udowodnij nieréwno$¢
[sqri[3]){3+sqrt[3]{3}}+sqrt[3]{3-sqrt[3]{3}}leq 2sqrt[3]{3}.] end{problem} begin{problem}
Wykaz, ze dla dowolnych $x,y,z$ dodatnich zachodzi

[xsqri{y+z}+ysqrt{x+z}+zsqrt{x+y}leqsqrt{2(x+y+z)(xy+yz+zx)}.] end{problem}
subsection{*Nierownos¢ Jensena dla funkcji innych niz $x*{alpha}$.} begin{problem}
Pokaz, ze dla $x,y,zinmathbb{R} +$ takich, ze $x+y+z=1$ zachodzi
[frac{3x+1}{x+1}+frac{3y+1}{y+1}+frac{3z+1}{z+1}legfrac{9}{2}.] end{problem}
begin{problem} Pokaz, ze jesli $a,b,c$ sg liczbami dodatnimi sumujgcymi sie do $1$, to
zachodzi [sqrt{(b+c)(2a+b+c)}+sqgrt{(a+c)(a+2b+c)}+sqgrt{(a+b)(a+b+2c)}leq 2sqrt{2}.]
end{problem} end{document}
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