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Ziemie.}} emph{To kétko jest w~duzej czesci powieleniem starszych; zachecam do
poogladania rozwigzan na matma.ilo.pl, w~szukaj "“srodek masy". Zadania pochodzg réwniez
z~deltami i~Staszica.} subsection{Teoria} Wszedzie ponizej zaktadamy, ze jesteSmy
w~ptaszczyznie lub w~przestrzeni i~ze mamy dany pewien ukfad wspétrzednych
(kartezjanskich). Nie bede o~tym moéwic, ale rozwazania nie zalezg od wyboru uktadu. Dla
wygody oznaczen definiujemy tez operacje na punktach -- mnozenie przez liczbe rzeczywistag
i~dodawanie. Niech $A = (a_1,a_2)$, $B = (b_1, b_2)$ oraz $Kin mathbb{R}$. Wtedy [ A +
B=(a1,a2)+(Mb 1,b2):=(@a1+b 1,a2+b 2) ][ KedotA=K(a_1,a 2):=(Ka_1,
Ka_2) ] emph{Jezeli kto$ woli: sg to ~"szkolne" operacje mnozenia przez skalar i~dodawania
wektoréw. Rownie dobrze mozna to robi¢ w~trzech wymiarach.} Rozwazamy punkty
z~masami tj. pary $(A, m)$, gdzie $AS$ jest punktem, a~$m$ jest liczba rzeczywistg
(niekoniecznie dodatnia!) czyli "masa". begin{defn}  textbf{Srodkiem masy} uktadu punktéw
$(m_1, A _1),cdots, (m_n, A n)$ jest punkt(z~masg): [ left(frac{m_1cdot A 1 + cdots
+m_ncdot A n}{m_1 +cdots+ m_n}, m_1 +cdots + m_nright) ] o~ile $m_1 + cdots +
m_n neq 0$. Jezeli$m_1 + cdots + m_n=0%to  mébwimy, ze ukiad textbf{nie posiada srodka
masy}. Wszedzie ponizej  unikamy obliczania srodkéw masy uktaddéw o~sumie mas zerowej.
end{defn} begin{thm}[o~przegrupowywaniu]  Zatézmy, ze uktad $(A_1, m_1), cdots, (A_n,
m_n)$ ma srodek masy $mathcal{M}$ i~uktad  $A_1,cdots,A_I$ ma srodek masy $M$, wtedy
uktad $M, A {l+1}, cdots, A n$  takze ma Srodek masy $mathcal{M}$. end{thm}
emph{Intuicyjnie: chcac obliczy¢ srodek masy mozemy zamienia¢ czes¢ punktéw na ich Srodek
masy, wyroznitem akurat punkty $A_1,cdots,A_I$ tylko ze wzgledu na prostote oznaczen ;)}
begin{proof}  Obliczam [ mathcal{M} = left( frac{m_1A_1 + cdots + m_nA_n}{m_1 +
cdots + m_n}, m_1 + cdots + m_nright)quad M = left( frac{m_1A_1 + cdots +
m_IA_I{m_1 +cdots + m_I}, m_1+ cdots + m_lright)y ] Suma mas uktadu $M,(A_{l+1},
m_{l+1}), cdots, (A_n, m_n)$ to $(m_1 +cdots + m_I) + m_{l+1}  + cdots + m_n$, czyli jest
ona niezerowa (bo to masa catego uktadu)  wiec~8rodek masy istnieje i~wyraza sie¢ wzorem
[ left( frac{(m_1 + cdots + m_I)fracim_1A 1 + cdots + m_IA_I}{m_1 + cdots + m_lI} +
m_{l+1}A_{l+1} + cdots + m_nA_n}{(m_1 + cdots + m_I) + m_{l+1} + cdots + m_n}, (m_1 +
cdots + m_I) + m_{I+1} + cdots + m_nright) = mathcal{M} ] end{proof} begin{cor}
Twierdzenie sprowadza liczenie srodka masy do liczenia srodka masy dwoch punktéw.
end{cor} textbf{Uwaga:} jak widaé, teoria sSrodka masy jest ~"naktadka" na liczenie
wspotrzednych punktéw w~uktadzie wspotrzednych. Nie daje jej to, a~priori, wielkiej sity
razenia, ale wiele zadan polega na problemie typu ""to sie da policzy¢, ale to boli!" i~wtedy jest
to przydatne. subsection{Pytania i~zadania wstepne} begin{enumerate} item Gdzie lezy
Srodek masy uktadu ztozonego z~jednego punktu?  item Gdzie lezy Srodek masy
uktadu ztozonego z~dwéch punktéw?  item Zatézmy, ze punkty $A, B, C$ tworzg trojkat.
Czym sg (jaka jest konstrukcja) punkty bedace srodkami ciezko$ci uktaddw:
begin{multicols}{2} begin{itemize} item $(A, 0), (B, 1), (C, 1)$, item $(A,
1), (B, 1), (C, 1)$, item $(A, -1), (B,1), (C, 0)$, item $(A, -1), (B,1), (C, 1)$?
end{itemize}  end{multicols} end{enumerate} begin{problem}[Zmiana
jednostki]label{scaling} = Uzasadnij, ze srodek masy nie zmieni sie, jezeli wszystkie masy
uktadu  pomnozymy przez liczbe dodatnig. end{problem} subsection{Zadania nieco
prostsze} begin{problem}  Uzasadnij, ze w~tréjkacie trzy srodkowe przecinajg sie
w~jednym punkcie,  ktéry dzieli kazdg z~nich w~stosunku $2:1$, liczac od wierzchotka.
end{problem}  begin{problem} Niech $ABCD$ bedzie wypuktym czworokgtem i niech
$K,LLM,N$ bedg  Srodkami bokéw $AB,BC,CD,DA$ odpowiednio. Udowodnij, ze $KM$ i

2/3



Srodek masy!

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
wtorek, 07 maja 2013 18:37 -

$LN$  potowig sie, wiec SKLMNS jest rownolegtobokiem i ze $Srodek tego  réwnolegtoboku
pokrywa sie ze srodkiem odcinka tgczacego Srodki  przekatnych. end{problem}
begin{problem}  Wykaz, ze wszystkie osie symetrii wielokata przecinajg sie w~jednym
punkcie. end{problem} begin{problem}  Czy dla dowolnego punkty $S$ wewnatrz tréjkata
$ABCS da sie dobra¢ masy  w~punktach $A, B$ i~$C$, zeby srodkiem masy byto $S$?
Czy fakt, ze $S$ lezat wewnatrz trojkata miat znaczenie? end{problem} begin{problem}
Dany jest czworokat $ABCDS$. Punkty $X, Y, Z, T$ lezg na bokach $AB$, $BCS$, $CD$,
$DAS odpowiednio, przy czym $AX/BX = DZ/CZ = 3$ oraz $BY/CY = AT/DT = 58. Niech
$ES$ bedzie punktem przecigcia $XZ$ i~$YT$. lle wynosi $XE/EZ$, a~ile $YE/TES?
end{problem} begin{problem}  Wykaz, ze w~dowolnym czworo$cianie odcinki tgczace
Srodki przeciwlegtych  krawedzi przecinajg sie w~jednym punkcie. end{problem}
subsection{$star$ Zadania nieco dots sami wiecie} begin{problem}[Twierdzenie Cevy] Punkty
$X,Y,Z$ lezg na bokach $BC,CA,ABS$ trojkata  $ABCS$ odpowiednio. Udowodnij, ze proste
$AX,BY,CZ$ majg punkt  wspdlny wtedy i tylko wtedy, gdy
[frac{AZ}{BZ}cdotfrac{BX}{CX}cdotfrac{CY}{AY}=1] end{problem} begin{problem} Na
bokach $AB, BC, CAS$ tréjkata SABCS$ wybrano punkty $Z, X, Y$ tak, ze [frac{AZHBZ} =
frac{BX}{CX} = frac{CYHAY}.] Dowiedz, ze $rodki ciezkosci tréjkatow SABCS i~$XYZ$
pokrywaja sie. end{problem} begin{problem}  Punkty $K$ i $L$ lezg odpowiednio na
bokach $BC$ i $CD$ réwnolegtoboku $ABCD$, przy czym $BK=DL$. Odcinki $DK$ i
$BLS przecinajg sie w punkcie $P$. Dowiesé, ze prosta $APS jest dwusieczng kata
$BADS. emph{Wskazéwka: warto uzyé tw. o~dwusiecznej: dwusieczna $angle BAC$
dzieli bok $BC$ w~stosunku $AB/ACS, zeby unikng¢ katow.} end{problem}
begin{problem}  Czy da sie znalez¢ takie punkty $X, Y, Z$, lezace na bokach $BC, CA, AB$

pewnego trojkata $ABCS takie, ze proste $AX, BY, CZ$ majg punkt wspolny  $M$  oraz

[ frac{AMKMX} = frac{BM}{MY} = frac{CM}{MZ} =3? ] Dla jakich innych liczb
dodatnich, zamiast $3$, da sie to zrobi¢? end{problem} begin{problem}[Twierdzenie val
Aubela]  Dany jest tréjkat SABCS i~punkty $X, Y, Z$ lezace na bokach odpowiednio
$BC, CA, ABS$. Proste $AX, BY, CZ$ przecinajg sie w~punkcie $M$. Wykaza¢, ze

[ frac{AMHMX} = frac{AYHCY} + frac{AZ}{BZ}. ] end{problem}

begin{problem}[Punkty szczegbine w~tréjkgcie majgce w~miare strawne wspdtrzedne
barycentryczne; wspétrzedne barycentryczne to te masy, ktére ktadziemy
w~wierzchotkach.]label{distpoints} Udowodnié, ze jesli w~punktach $A, B, C$ tréjkata

potozymy masy $m_1, m_2, m_3$ to Srodek ciezkosci pokryje sie z~nastepujagcym
punktem szczegdélnym trojkata $ABCS: vspace{2mm} begin{tabular}[]{|c|c|c|}

hline Punkt & masy & objasnienie\ hline $rodek ciezkosci & $(1, 1, 1)$
&\ srodek okregu wpisanego & $(a, b, c)$ & dtugosci bokow\ Srodek okregu
dopisanego do $BC$ & $(-a, b, ¢)$ &\ $rodek okregu opisanego & $(sin 2alpha, sin
2beta, sin 2gamma)$ & $alpha, beta, gamma$ to katy przy $A,B,C$\
ortocentrum & $(tg alpha, tg beta, tg gamma)$ & Co to znaczy dla prostokatnego?\
&&Najlepiej domnozy¢ przez $sinalphasinbetasingamma$\ hline
end{tabular} end{problem} begin{problem}  Okrag wpisany w~trojkat $ABC$ jest styczny
do bokéw $BC, CA, AB$  odpowiednio w~punktach $D, E, F$. Punkt $M$ jest Srodkiem boku
$BCS, zas  odcinki $AMS i~$EF$ przecinajg sie w~punkcie $G$. Wykaz, ze proste $GD$
i~$BC$ sa prostopadte. emph{Wskazdéwka: znajdZz masy takie, zeby Srodkiem byt punkt
$G$, a~potem, by srodkiem byt srodek okregu wpisanego.} end{problem} end{document}
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