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“"Wedrdwki po krainie nieréwnosci".
defmono#1#2{leftlceilbegin{matrix}#1\#2end{matrix}rightrfloor} Jezeli mamy ciggi liczb
rzeczywistych $a_1,dots,a_n, b_1,dots, b _n$ to |
monof{a_1&a_2&dots&a_nH{b_1&b_2&dots&b_n}:=a_1b_1+a 2b 2 +dots + a_nb_n. ] jest
fajnym zapisem czego$ oczywistego. Przyktadowo $5 = mono{2& 1}{2& 1} > mono{1& 2}{2& 1}
= 43. To jest ogolniejszy fenomen: begin{thm}  WezZmy ciagi niemalejace $a_1leq a_2 leq
dotslega n$oraz$b 1legb 2leq dotslegb n$. Jezeli $b_1',dots, b_n'$ jest
permutacjg ciggu  $b_1,dots,b_n$,to  [mono{a_1&a_2&dots & a_n}{b_n & b_{n-1} & dots
&b _1}lleq monof{a_1&a 2&dots & a n}{b' 1 & b'_2 & dots & b'_n}leq
mono{a_1&a_2&dots & a_nH{b_1 & b_2 & dots & b_n}.]  Innymi stowy: najwiekszg warto$¢
osiggamy uktadajac ciagi zgodnie,  najmniejszg~--- przeciwnie. end{thm}
begin{proof}{Wskazdéwka do dowodu] = Chcemy wybrac i~ "posortowac" permutacje
$b_1'dots,b n'$.  Wystarczy pokazag, ze jezeli $a_ileqa_j$ oraz $b_i geq b_j$, to
$a ib i+a jb jlega_ib_j+a jb_i$. end{proof} begin{cor}  Ustalmy ciggi $a_1,dots,a_n$
i~$b_1,dots,b_n$ takie, ze z~nieréwnosci  $a_i>a j$ wynika $b_igeqb j$. Jezeli
$b_1'dots, b_n'$ jest permutacjg ciaggu  $b_1,dots, b_n$,to  [mono{a_1&a_2&dots &
a n{b_n&b {n-1} & dots & b_1}leq mono{a_1&a 2&dots & a_n}{b' 1 &b' 2 & dots &
b'_njleq monofa_1&a_2&dots & a_ n}{b_1 & b_2 & dots & b_n}.] end{cor} begin{proof}
Zaiste, zamienmy indeksy tak, by ciag $a_1,dots,a_n$ byt uporzadkowany  niemalejgaco. Na
mocy zatozen $b_1,dots,b_n$ tez jest uporzadkowany  niemalejaco!! Teraz mozemy
zastosowacé poprzednie stwierdzenie. end{proof} Warto podkresli¢, ze, w~przeciwiehstwie do
Srednich, ciggi nie potrzebujg zatozenia, ze liczby sg dodatnie. subsection*{Zadanka}
begin{problem}  Uzasadnij, ze dla liczb dodatnich $a, b$ zachodzi nierbwnos¢ |
frac{a"3}{b} + frac{b"3}{a} geq a2 + b"2. ] emph{Czy i~dlaczego warunek dodatniosci
liczb $a, b$ jest potrzebny?} end{problem} begin{problem}  Uzasadnij, ze dla dowolnych
liczb dodatnich $a, b$ zachodzi  [2a"2b”2 leq a"3b + b"3a leq a*4 + b"4.] end{problem}
begin{problem}  Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich $a, b, ¢, d$ zachodzi |
a’2b + b"2c + c*2d + d*2aleqa”3 + b"3 + c*3 +d"3. ] end{problem} begin{problem}
Uzasadnij, ze jezeli $a_1leq a_2leqdots leqa n$oraz $b_1leq b 2leqdotsleqb n$,to |
ncdot(a_1b_1+a 2b 2 +dots+a_nb_n)geq(a_1+a 2+dots+a n)cdot(b_1+b 2 +
dots+b_n). ] Uzyjtej nierbwnosci, by udowodnié nieréwnosé pomiedzy $rednig
arytmetyczng i~kwadratowg, ale uwazaj na zatozenia. end{problem} begin{problem}
Uzasadnij, ze jezeli $a, b, c$ sg dowolnymi liczbami dodatnimi,to [  frac{a}{b+c} +
frac{b}{c+a} + frac{cl{a+b} geq frac{3}{2}. ] end{problem} begin{problem}  Niech
w~tréjkacie $ABCS liczby $h_a, h_b, h_c$ oznaczajg dlugosci  wysokosci opuszczonych na
boki diugosci $a, b, c$ odpowiednio. Uzasadnij, ze [ left(a+ b+ cright)leftth_a+h_b
+ h_cright)geq 18P_{ABC}. ] end{problem} begin{problem}  Udowodnij, ze dla liczb
dodatnich $a,b,c$ zachodzi nieréwnosé
[frac{asqrt{a}}{b+c}+frac{bsqrt{b}}{a+c}+frac{csqrt{c}}{a+b} geq
frac{asqgrt{a}}{a+b}+frac{bsqgrt{b}}{b+c}+frac{csqrt{c}}{c+a}.] end{problem} begin{problem}
Udowodnij, ze dla liczb dodatnich $a,b,c$ zachodzi nieréwnosé
[frac{asqrt{a}}{b+c}+frac{bsqrt{b}}{a+c}+frac{csqgrt{c}}{a+b} geq
frac{asqrt{b}}{a+b}+frac{bsqrt{c}}{b+c}+frac{csqrt{a}}{c+a}.] end{problem} end{document}
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