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newcommand{infobox}[1[{%  noindent fcolorbox{border-gray}{background-gray}{#1} }
begin{document} section{Algorytm Euklidesa} begin{problem} Jezeli $a$ jest
iloczynem poteg liczb pierwszych $p_1Ma_1},dots,p_kMa_k}$, zas $b$ jest iloczynem
poteg tych samych liczb pierwszych $p_1Mb_1},dots,p_k*b_k}$ to ile wynosi $SNWD(a,
b)$?  end{problem} begin{problem} Dla jakich liczb naturalnych $n$ utamek [
frac{3n + 4}{2n + 5} ] jest liczbg catkowitg?  end{problem}
paragraph{Rozszerzony algorytm Euklidesa} Dla danych $a, b$ catkowitych  dodatnich
chcemy uzyé algorytmu Euklidesa do znalezienia liczb $x, y$ catkowitych takich, ze  [xcdot a
+ ycdot b = NWD(a, b).] defresult#1{infobox{#1}}  deffloor#1{leftlfloor #1 rightrfloor}
Przeanalizujmy ciag rownosci:  [1 = NWD(0, 1) = NWD(2 - 2cdot 1, 1) = NWD(2, 1) = NWD(1,
2)=NWD(7 -3cdot2,2)=NWD(7,2),] [ 1 =1cdotresult{O} + 1cdot result{1} = 1cdot
left(result{2} - 2cdot  result{1}right) + 1cdot result{1} = 1cdot result{2} - 1 cdot  result{1} =
-1cdot result{1} + 1cdotresult{f2} = ] [ -1cdot left( result{7} - Scdot result{2} right) +
1icdotresult{2} = =-1cdot result{7} + 4cdot result{2}. ] Ponizej podajemy pseudokod
uogédlnionego algorytmu:  begin{enumerate} item Zat6zmy $aneq 0$. Niech
$x', y'$ bedg warto$ciami zwréconymi przez $NWD(b, amod b)$. Znaczy to, ze
[x'cdot b + y'cdot (amod b) = NWD(a, b).] Podstawiamy $amod b = a - kcdot b$,
czyli [ y'cdot a + (x' - y'k)cdot b = x'cdot b + y'cdot (a - kcdot b) =
NWD(a, b), ] wiec zwracamy $y', x' - y'’k$. Mozemy przy tym zauwazy¢, ze
$k=floor{a/b}$. item Zatézmy $a = 0$. Wtedy zwracamy $1, 1$, bo $1cdot 0 + 1cdot b
=b =NWD(a, b)$. end{enumerate} begin{problem} Niech $a, b, d$ bedg
catkowite. Roéwnanie $xcdot a + ycdot b = d$ ma rozwigzanie w~liczbach
catkowitych $x, y$ wtedy i~tylko wtedy, gdy $NWD(a, b)big|d$.  end{problem}
begin{problem}[Chinskie twierdzenie o~resztach] Zatézmy, ze liczby catkowite dodatnie
$a, b$ sg wzglednie pierwsze. Dla dowolnych reszt $r_1mod a, r_2 mod b$ istnieje
liczba catkowita $M$ taka, ze [M equiv r_1 mod aquadmbox{oraz}quad Mequiv r_2
mod b.] emph{Wskazowka: rozwaz najpierw reszty $(1, 0)$ i~$(0, 1)$.}  end{problem}
begin{problem}[Konstruowanie odwrotnosci $mod n$] Dana sg liczby wzglednie
pierwsze $a, n$. Pokaz, jak przy pomocy algorytmu Euklidesa znalez¢ liczbe $b$ taka, ze
$acdot b equiv 1 mod n$. Zastosuj opisang procedure do znalezienia liczby $b$
takiej, ze $8b equiv 1 mod 61$. Sprobuj réwniez znalez¢ liczbe $b$ taka, ze $8b
equiv1 mod 41$.  end{problem} begin{problem} Dla ktérych $x$ catkowitych liczba
$x"3 + 3cdot x*2 + 3cdot x$ jest podzielna przez $x"2 + 2x + 1$?  end{problem}
begin{problem} Wyznaczy¢ wszystkie liczby $ain mathbb{R}$, dla ktorych
wielomiany $f(x)=x"5 +ax"3+x"2+1$ i~${g(x)=x"4+ax"2+x+1}$ majg wspdlny pierwiastek.
end{problem} end{document}
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