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begin{document} section{Large Dlaczego reszty $mod p$ sg fajne?\Kroétkie przypomnienie
teorii liczb}  subsection{Ogélnorozwojowa teoria} Oznaczmy przez $mathbb{Z} n$ zbidr
reszt $mod n$, ktéry mozna uznawaé za ${0, 1, 2, dots, n-1}$. Pordéwnanie $mathbb{Q}$
i~$mathbb{Z} p$, gdzie jest $p$ pierwsza. Ponizej $x, y in mathbb{Q}, a, bin mathbb{Z}$.
begin{tabular}[){| p{7cm} | p{7cm} |}  hline  $mathbb{Q}$ & $mathbb{Z} p$\  hline &\

jezeli $xcdot y = 03, to $x = 0% lub $y = 0% & jezeli $acdot bequiv 0 mod p$  to $a equiv
Omod p$ lub $b equiv 0 mod p$\ &\ jezeli $xneq 09, to istnieje $x{-1}in mathbb{Q}$ takie,
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ze $xcdot  xM-1} =1$ &  jezeli $a notequiv Omod p$, to istnieje $bin mathbb{Z}$ takie, ze
$acdot b equivl mod p$. Mozemy to $b$ oznacza¢ ““$a*{-1} mod p$"\ &\  $xM-1} + yMN-1}
= (x + y)cdot (xy)M{-1}$ i~ogdlnie wszystkie  dziatania zachowuijg sie tak, jak wiemy &
$ar{-1} + bM-1} equiv (a+b)cdot (ab)*{-1} mod p$ i~ogdlnie wszystko  jest dobrze, tylko
trzeba pamietaé, ze nie istnieje nic takiego jak  $p”{-1} mod p$ albo $(2p)*{-1} mod p$. \
hline end{tabular} begin{center}Dlaczego ten punkt widzenia optaca sie?end{center}
begin{example}  Udowodnij, ze jezeli $p$ jest pierwsza, a~$ain mathbb{Z}$ niepodzielna
przez $p$, to ${acdot 0, acdot 1, dots,  acdot (p-1)}$ dajg rozne reszty z~dzielenia przez $p$.

end{example} begin{sol}  begin{minipage}[[{7.5cm} Wiemy, ze $anotequiv 0 mod p$.
Rozwazamy liczby ${acdot 0, acdot 1, dots, acdot (p-1)}$. Chcemy pokazac, ze one
dajg rézne reszty $mod p$. Wiec mnozymy je wszystkie przez $a*-1}mod p$.

Otrzymujemy liczby ${0, 1, 2,dots, p-1}$ ktére dajg rézne reszty. A~wiec i~oryginalne
liczby dawaty r6zne reszty.  end{minipage}begin{minipage}[]{0.5cm} $$
end{minipage}  begin{minipage}[]{7.5cm} emph{To jest TYLKO intuicyjne poréwnanie!l}
Wiemy, ze $aneq 03$. Rozwazamy liczby ${acdot 0, acdot 1, dots, acdot (p-1)}$.
Chcemy pokazac, ze sg one parami rozne. Wigc mnozymy je wszystkie przez
$ar{-1}$. Otrzymujemy liczby ${0, 1,2,dots, p-1}$ ktdre sg rézne. A~wiec i~oryginalne
liczby byty rozne.  end{minipage} end{sol} begin{problem} Jezeli $p>3$ jest liczbg
pierwsza to $pbig| 2Mp-2} + 3Mp-2} + 6"p-2} - 1$. emph{DLACZEGO jest potrzebne
zatozenie $p > 3$?} end{problem} begin{problem} Jezeli $p > 5% jest pierwsze, to
$pbig|2M{p-2} + 5Mp-2} - 7cdot  10Mp-2}$. end{problem} begin{problem}  Uzasadnij, ze
jesli $p > 2% jest pierwsze, to $pbig|2*{p-2} + (p-2){p-2}$. Uzasadnij, ze jesli $p > 409 jest
pierwsze, to $pbig|2*{p-40} + (p-2){p-40}$. end{problem} subsection{Praktyka~---
nieskonczone schodzenie lub minimalne rozwigzanie.} begin{problem} ZnajdZz wszystkie
rozwigzania réwnania $8x"4+4y"4+2z"4=t"4$ w liczbach catkowitych
nieujemnych.end{problem}  begin{problem} Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania
$xr2+yr2+z"2+ur2=2xyzu$ w liczbach $mathbb{N}_+$.end{problem} begin{problem}

Udowodnij, ze $7$ nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratéw liczb
wymiernych dodatnich.end{problem} begin{problem} Udowodnij, Ze liczba postaci
$4"n(8k-1)$, gdzie $k,ninmathbb{N}_+$ nie moze by¢ przedstawiona jako suma 1, 2 lub 3
kwadratéw liczb naturalnych dodatnich.end{problem} begin{problem}

Udowodnic, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych $x_1,cdots,x_{2011},
y_1,cdots,y {2011}$ iloczyn [ (2x_172 + 3y_{1}*2)cdot (2x_2"2 + 3y_{2}"2)cdot
cdots cdot (2x_{2011}"2 + 3y_{2011}72) ] nie jest kwadratem liczby

catkowitej.  end{problem} begin{problem} Ciag $a_1,...,a_n$ ($a_iinmathbb{N}_+9)

zamieniamy na cigg postaci

[frac{a_1+a_2}{2},frac{a_2+a_3}{2},cdots,frac{a_{n-1}+a_n}{2},frac{a_n+a_1}{2},] ten cigg

zmieniamy analogicznie itd. Udowodnij, Ze po pewnej liczbie takich operacji albo

otrzymany cigg bedzie staty, albo bedzie on zawiera¢ wyrazy niecatkowite.end{problem}
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