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begin{document} setlength{topmargin}{-0.5in} section{$mathbb{Z} p$ i~lemat o rzedzie}
subsection{Teoria} begin{enumerate} item begin{thm}[Mate twierdzenie Fermata]

Dla kazdej liczby pierwszej $p$ i liczby catkowitej $a$, takiej, ze $pnot|a$ zachodzi

[aMp-1} equiv 1 mod p] end{thm} item begin{defn} Niech $a, n$ bedg

liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi. emph{Rzedem} liczby $a mod n$
nazywamy najmniejsze $kinmb{Z}_+$, takie, ze $$a”k equiv 1 mod n$$
Rzad ten oznaczamy przez $o(a, n)$ lub, gdy $n$ jest znane, $o(a)$. end{defn}

begin{thm}[Lemat o rzedzie] Jezeli $a, k', n$ sg takie, ze $$ark'} equiv 1
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mod n$$ to $displaystyle{o(a, n) | k'}$. end{thm} begin{cor} Jezeli
$p$ jest liczbg pierwsza, zas $a$ jest liczbg catkowitg niepodzielng przez $p$, to
$%o(a, p)|p-1$$ end{cor} item begin{thm}[Chihskie o~resztach] Jezeli $n_1,
n_2$ sg wzglednie pierwsze, a~$r_1,r_23$ dowolne to istnieje $M$ takie, ze [
M equiv r_1 mod n_1quad M equiv r_2 mod n_2. ] emph{W~ramach
ciekawostki: tak naprawde, jest to fakt geometryczny, w~pewnym dziwnym Swiecie.}
end{thm} end{enumerate} subsection{Zadania}  Dzisiaj zadania sg trudniejsze niz
zwykle, stad jest do nich duzo  wskazdéwek. begin{problem} Policz rzedy liczb $mod
5%. Policz rzedy liczb $mod 6$. Policz rzad liczby $2% modulo wszystkie liczby wzglednie
pierwsze z~nig mniejsze od $10$.  end{problem} begin{problem} Przypomnij
sobie twierdzenie Eulera i~sformutuj teze wniosku z~punktu 2. dla liczb ztozonych, a~nie
tylko pierwszych. Sprébuj policzy¢, jaki moze by¢ rzad liczby $2mod 27$.  end{problem}
begin{problem} Liczba $n$ jest catkowita, a~liczba $a$ jest taka, ze
begin{enumerate} item $a*{26} equiv 1mod n$ i~$a*{2011} equiv 1 mod n$,
item $a*{26} equiv -1 mod n$ i~$a*{2011} equiv 1 mod n$. end{enumerate}
Uzasadnij, ze $amod n =1 mod n$.  end{problem} begin{problem} Liczba
pierwsza $p$ daje reszte $2$ z~dzielenia przez $3$. Uzasadnij, ze przyporzagdkowanie
$amapsto a3$ jest bijekcjg na zbiorze (ciele) ${1mod p, 2mod p, dots, p-1 mod p}$.
Pokaz, ze nie jest to prawda, jezeli $pequiv 1 mod 3$. emph{Wskazéwka: pamietaj, ze
dla kazdego $a$ istnieje jego “odwrotnosé". Wykorzystaj to, by zredukowaé teze zadania
do “jezeli $a”3 equiv 1$ to $aequiv 1$".}  end{problem}  begin{problem} Liczba
pierwsza $p$ daje reszte $2%$ z~dzielenia przez $3$. Niech [a_{k} := k"2 + k + 1hbox{ dla }
k=1,2,dots,p-1.] Wykaz, ze iloczyn $a_1cdot a_2cdot dots cdot a_{p-1}$ daje reszte
$3% z~dzielenia przez $p$. emph{Wskazowki: uzasadnij, ze $prod_{k=2,3,dots,p-1} (k"3
-1)$ jest rowny $mod p$ iloczynowi $prod_{k=2,3,dots, p-1} (k-1)$. Przedstaw (prawie)
iloczyn z~zadania w~terminach tych produktéw.}  end{problem} begin{problem}
Uzasadnij, ze kazdy dzielnik liczby $F_n = 2*{2"n} + 1$ jest postaci $2Mn+1}cdot k + 1$
dla pewnego $k$ catkowitego. emph{Wskazoéwka: wystarczy to zrobi¢ dla dzielnikéw
pierwszych (dlaczego?). Oblicz, ze $0(2, p) = 2" {n+1}$.}  end{problem}
begin{problem} Udowodnij, ze dla liczby pierwszej $p$ istnieje nieskonczenie wiele liczb
naturalnych $n$ takich, ze $$p|2”n - n$$ source{Staszic, uwaga: nie potrzeba
lematu o~rzedzie.} emph{Wskazowka: pokaz, jak zmieniajg sig reszty z~dzielenia przez
$p$ liczb $2"n$ i~$n$. Skorzystaj z~chinskiego twierdzenia o~resztach.}  end{problem}
begin{problem}[Zadanie z~$star$] Znajdz wszystkie liczby naturalne $n$ takie, ze [n"2 |
3'n + 1] source{Staszic} emph{Wskazdwki.} begin{enumerate} item
Niech $p$ bedzie textbf{najmniejszym} dzielnikiem pierwszym $n$. item Niech $d_1$
bedzie rzedem $3 mod p$. Uzasadnij, ze $d_1$ ma sens, $d_1 big|2n$. item
Uzasadnij, ze $d_1big| p-1$, stad $d_19$ jest wzglednie pierwsze z~$n$, czyli $d_1
big| 2%. item Udowodnij stad, ze $p=29, czyli $2big|n$. Pokaz, ze to daje
sprzeczno$c. item Jakie zatem sg rozwigzania? end{enumerate}  end{problem}
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