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emph{To kétko korzysta m.in. z~referatu dra Osekowskiego na konferencji SEM w~Sulejowie
w~2008r. oraz z~ogblnodostepnej ksigzki Hoojoo Lee “"Topics in inequalities".}
subsection{Teoria} vskip 2mm W~tym tygodniu $f: mathbb{R} to mathbb{R}$ jest funkcjg
rozniczkowalng. Przypomnijmy, ze prosta styczna do wykresu $f$ w~punkcie $x_0$ ma
rownanie begin{equation}  L_{x_0}(x) = f(x_0) + (x-x_0)cdot f'(x_0). end{equation} Warto
wspomnie¢ nastepujacy begin{lem}  begin{enumerate} item Jezeli na pewnym
przedziale $(a, b)$ funkcja $f'$ jest rosngca (malejgca) to mowimy, ze $f$ jest wypukta
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(wklesta) na $(a, b)$. item Jezeli $f"$ istnieje i~jest  dodatnia (ujemna) na $(a, b)$ to
$f$ jest wypukta (wklesta) na $(a, b)$. item Jezeli funkcja $f$ jest wypukta (wklesta) na
$(a,b)$, to wykres  $L$ lezy pod (ponad) wykresem $f$.  end{enumerate} end{lem}
Funkcja $f$ moze by¢ skomplikowana, w~nierownos$ciach bedziemy starali sie zastagpi¢ jg
prostszg (bo liniowg) funkcjg $L_{x_0}$. Kluczowe jest tutaj odpowiednie dobranie punktu
$x_0%. Powinno ono by¢ takie, zeby w~wyjsciowej nieréwnosci po podstawieniu za zmienne
$x_0$ zachodzita réwnos¢. Czasami nie da sie skorzystaé z~wypuktosci funkeji $f$ (np. gdy
jest ona funkcjg wielu zmiennych), wtedy nieréwnos¢ $f geq L_{x_0}$ trzeba sprébowac
udowodnié recznie. Przyktadowe zadanie ponizej: setcounter{problem}{-1} begin{problem}
Udowodnié, ze jesli $a_1,dots,a_n$ sg dodatnie, to $frac{a_1 + dots + a_n}{n} geq
frac{n}{frac{1}{a_1} + dots + frac{1}{a_n}}$ (nieréwnos¢  pomiedzy arytm. a~harm.).
end{problem} begin{sol}  emph{Czesci zapisane kursywg nie muszg by¢ czescig dowodu.}
emph{Podstawowy problem jest taki, ze réwnos¢ zachodzi zawsze gdy $a_1 =dots =
a_n$~--- nie ma jednej konkretnej wartosci, dla ktérej zachodzi. Ale}  nieréwnos$¢ jest
jednorodna wzgledem $a_1,dots,a_n$~--- mozemy  przyja¢ dodatkowy warunek [a_1 +
dots + a_n = nhbox{ i udowadniaé, ze} 1 geq frac{n}{frac{1}{a_1} + dots +
frac{1}{a_n}},hbox{ réwnowaznie}  frac{1}{a_1} + dots + frac{1}{a_n} geqn.] emph{Mamy
teraz (zgadujemy) doktadnie jeden punkt, w~ktérym zachodzi  réwno$¢ $a_1 =dots=a n=
18}. Zauwazmy, ze $f(x) = frac{1}{x}$ jest funkcjg wypukta na $(0, infty)$  oraz $L_1(x) =
1+ (x-1)(-1) = 2 - x$. Z~wypuktosci $f$ wynika, ze $L_1(x)  leq f(x)$ dla kazdego $x geq 0$
emph{mozna to tez policzy¢  bezposrednio}. Tak wiec [ frac{1}{a_1} + dots +
frac{1{a_n}geq(2-a_1)+dots+(2-a_n)= 2n-(a_1+dots+a n)=2n-n=n. ] co
byto do udowodnienia. emph{Gdybysmy wybrali zty punkt, np. $1/2$, otrzymaliby$smy
nierownos¢  $frac{1Ha_1} geq L_{1/2}(x) = 2 + (x - 1/2)cdot (-4) = 4 - 4x$, a~po zsumowaniu
$frac{1}{a_1} + dots + frac{1}{a_n} geq4n - 4(a_1 +dots +a_n) =4n - 4n = 09, co nie jest
fajne.} end{sol} subsection{Zadania} begin{problem}  Niech $a,b$ beda liczbami
dodatnimi, takimi, ze $a+b = 1$. Udowodni¢, ze  [frac{a"2}{a+1} + frac{b"2}{b+1} geq
frac{1}{3}.] end{problem} begin{problem}  Udowodnij, ze jesli $a, b, c > 0$,t0 |
frac{4a"2}{b+c} + frac{4b”"2}{a+c} + frac{4c"2}{a+b} geq 2(a+b+c). ] emph{Wskazéwka:
jak w~przyktadzie dodaj warunek $a+b+c=dots$} end{problem} begin{problem}
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich $a,b,c$ zachodzi nierdwnosé Nesbitta
[frac{a}{b+c} + frac{b}{a+c} + frac{c}{a+b} geq frac{3}{2}.] emph{Wskazdwka: jak
w~przyktadzie dodaj warunek $a+b+c=dots$} end{problem} end{document}
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