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section{large Mikrokosmos w~kropli wody (czyli w~jednym rysunku)} subsection{Ostatki}
begin{problem}  emph{Seba, Ty wredoto, siedziatem nad tym trzy godziny!} Niech $
triangle ABC$ bedzie tréjkatem.  begin{enumerate} item Niech $M$ bedzie srodkiem
$BCS$, niech okrag wpisany w~$ triangle ABC$ bedzie styczny do $BC$ w~$D$,
a~okrag dopisany do boku $BCS$ trojkata $ triangle ABC$ bedzie styczny do $BC$ w
$D'$. Uzasadnij, ze punkty $D, D'$ sg symetryczne wzgledem $M$. item
W~dalszej czesci zadania zakltadamy, ze $CD = AB$. Niech $F$ bedzie punktem
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stycznos$ci okregu wpisanego w~$ triangle ABC$ to $ABS$. Wykaz, ze

$AD'parallel DF$. Pokaz tez, ze $BF' parallel EF$, gdzie $F'$ jest punktem stycznosci
okregu dopisanego do boku $AC$ tréjkata $ABCS$ z~$ACS. item Uzasadnij, ze
$Kin AE'$ i~$Lin BF'$, gdzie $K, L$ sg symetryczne do odpowiednio $D, E$ wzgledem
$1$. item Uzasadnij, ze proste $AK$ i~$BL$ przecinajg sie w~punkcie $X$

symetrycznym do $F$ wzgledem $I1$. item Wykaz, ze $KXcdot AX = FX*2 = LXcdot BX$
i~wywnioskuj, ze punkty $A, K, L, B$ lezg na jednym okregu. emph{A~jeszcze
dzisiaj my$latem, Zze ten warunek nie ma sensu tutajdots}  end{enumerate}
emph{Cate zadanie mozna byto zrobi¢ tez stosujac metode srodka masy.} end{problem}
subsection{Troszke wzorkéw skréconego mnozenia} begin{problem}  Uzasadnij, ze $a -
bbig|W(a) - W(b)$, gdzie $W$ jest wielomianem  o~wspotczynnikach catkowitych, $aneq b$
sg liczbami catkowitymi. end{problem} begin{problem}  Niech $a, bin mathbb{Z}$.
Zatézmy, ze~liczba pierwsza $p$ dzieli $a + b$, a~$n$ jest nieparzyste  i~niepodzielne przez
$p$. Uzasadnij, ze potega $p$ dzielaca $a*n + b*n$  jest taka sama jak potega $p$ dzielaca
$a + b$. Czy bytoby to prawdg bez  zatozenia, ze $n$ jest nieparzyste? A~bez zatozenia, ze
jest niepodzielne  przez $p$? end{problem} begin{problem}  Uzasadnij, ze jesli $p > 20$
jest pierwsza, to $13big|2"p + 11%p$, ale  $13"2 notbig| 2"p + 11*p$ end{problem}
begin{problem}  Liczba $2"k + 1$ jest pierwsza ($kin mathbb{Z} {geq 0}$). Uzasadnij, ze

$k = 27I$, gdzie $I$ jest catkowite. end{problem} begin{problem} Wyznaczy¢ wszystkie
liczby catkowite $n$, dla ktérych $$n”n + 1 hbox{ oraz } (2n)2n} + 1$$ sg liczbami

pierwszymi. source{LVI OM}end{problem} begin{problem} Niech $g$ bedzie liczbg
parzystg dodatnig. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej $n$ liczba $$9™(g+1)"n}
+1$$ dzieli sie przez $(g+1)"{n+1}$ ale nie dzieli sie przez $(g+1)*{n+2}$.
source{XXXIIl OM, via artykut H. Pawtowskiego}end{problem} begin{problem}
Uzasadnij, ze jezeli funkcje $f, g:mathbb{Z}*{2011} to mathbb{Z}"{2011}$

spetniajg $f(g(x)) = g(f(x))$ dla kazdego $x$ oraz $f(a - b) = f(a) - f(b), g(a-b) =g(a) -
g(b)$ dla kazdych $a, bin mathbb{Z}*{2011}$, to [FM(n)}(x) - g™ (n)}(x)

= h(f(x) - g(x))] dla kazdego $xin mathbb{Z}, nin mathbb{Z} {>0}$, gdzie $h:
mathbb{Z}to mathbb{Z}$ jest pewng funkcjg, a~$f*{(n)}$ oznacza $n$-krotne

ztozenie $f$. end{problem} begin{problem} Rézne wielomiany $P, Q$
o~wspotczynnikach rzeczywistych spetniajg warunek $P(Q(x)) = Q(P(x))$ dla kazdego
$x$. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej $n$ wielomian $P*{(n)}(x) -
QM(n)}(x)$ jest podzielny przez $P(x) - Q(x)$. emph{Uwaga: wielomian $F$ jest
podzielny przez $G$, jezeli istnieje $H$ taki, ze $F(x) = G(x)cdot H(x)$ dla kazdego
$x$. Oznaczenie $P(n)}$ oznacza $n$-krotne ztozenie wielomianu $P$.}

end{problem} end{document}
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