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%include{style} defheadpicture{./images.jpeg} defauthor{kétko ILO Biatystok} defdate{na 17
stycznia} begin{document} section{lV zadanie domowe} emph{Mam nadzieje, ze tym razem
doktadniej opisane definicje.} begin{problem}  Czworka do brydza to cztery osoby
emph{z~ktérych kazda chce gra¢ z~kazdg inng z~czworki}. Okazato sig, ze w~gronie
$20$ os6b nie udato sie znalezé czworki do  brydza, wobec czego Yogi, zniechecony,
powiedziat "Na pewno za to znajdg  sie cztery osoby, z~ktérych zadna nie chce grac
z~zadng inng". Udowodnij, ze Yogi miat racje. end{problem} begin{sol}
begin{enumerate}  item Chcemy wykazaé, ze wsréd $20$ oséb istnieje czwdrka parami
chetnych do gry lub czwérka niechetna. Ogélnie: zamiast $4$ (parami chetne) i~$4$
(parami niechetne) mozemy wzigé $r$ i~$s$. Niech $R(r, s)$~--- najmniejsza liczba oséb
taka, ze wystapi $r$ osob parami chetnych lub $s$ parami niechetnych. Chcemy $R(4, 4)
leqg 20$.  item Jakie$ warunki poczatkowe: $R(2,s), R(s, 2)$.  item Chcemy udowodnié, ze
$R(r, s) leq R(r-1,s) + R(r, s-1)$, stad teza przez kolejne oszacowania.  item Wybierzmy
dowolng $A$ osobe i~rozwazmy liczbe $d$ oséb, ~~z~ktdérymi jest chetna". Pokazac¢ $d
geq R(r-1, s)$ lub $r-1-d geq R(r, s-1)$.  item W~pierwszym przypadku rozwazy¢ osoby
““chetne z~$A$"; pokazagé, ze z~nich da sie wybraé¢ $r-1$ chetnych lub $s$ niechetnych;
pokazac, ze tacznie da sie wybraé $r$ chetnych lub $s$ niechetnych.  item Pokazac to
samo w~drugim przypadku. item {it Wartosci $R(5,5)$ oraz $R(6, 6)$ nie sg znane
doktadnie, domniemywa sie, ze warto$¢ $R(6,6)$ moze nie byé poznana nigdy;
w~kazdym razie za obliczenie ktérejkolwiek z~nich jest sporo zaszczytow i~spore
wynagrodzenie.} end{enumerate} end{sol} end{document}
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Rozwigzanie}  begin{problem}  Czwobrka do brydza to cztery osoby emph{z~ktérych kazda

chce graé¢ z~kazdg  inng z~czworki}. Okazato sig, ze w~gronie $20$ os6b nie udato sie
znalez¢ czwérki do  brydza, wobec czego Yogi, zniechecony, powiedziat ""Na pewno za to
znajdg  sie cztery osoby, z~ktorych zadna nie chce gra€ z~zadng inng". Udowodnij, ze

Yogi miat racje. end{problem} begin{sol}  Osoby, ktére chcg ze sobg gra¢ nazwiemy
emph{potaczonymi}, osoby, ktére  nie chcg~--- emph{niepotgczonymi}. Zbiér $r$ oséb parami
potaczonymi nazwiemy  emph{$r$-klikg}, a~zbior $s$ oséb parami niepotgczonych nazwiemy
emph{$s$-antyklika}. Niech $R(r, s)$ bedzie najmniejszg liczbg osob taka, ze
w~kazdym zbiorze  $R(r, s)$ osob wystapi $r$-klika  lub $s$-antyklika. Chcemy
udowodni¢, ze  $R(4, 4) leq 20%. Zauwazmy na poczatek, ze $R(2, s) = s$ dla kazdego

$sgeq 2. Wynikato  z~dwdch obserwacji:  begin{enumerate} item Jezeli mamy
$s-13% osbb, z~ktoérych zadne nie sg  potaczone, to nie mamy $2$-kliki, ani $s$-antykliki, wiec
$R(2,s) geq s$. item Jezeli wezmiemy $s$ osob to albo pewne dwie z~nich sg potaczone

(wiec  tworzg $2$-klike) albo wszystkie osoby sg niepotaczone, wiec tworzg  $s$-klike.
Stad $R(2, s) leqs$.  end{enumerate}  Analogicznie dowodzimy $R(s, 2) = s$ (emph{lub
ogolniej $R(r, s) = R(s, n$}). Chcemy teraz udowodnié, ze $R(r, s) leq R(r-1,s) + R(r,
s-1)$. Niech $R:=R(r-1,s) + R(r, s-1)$. Rozwazmy dowolny zbiér $R$ oséb i~dowolng
osobe $alpha$. Chcemy pokazaé, ze istnieje w~tym (dowolnie wybranym!) zbiorze $r$-klika lub
$s$-antyklika, co z~definicji $R(r, s)$ pokaze $Rgeq R(r, s)$, czyli  $R(r, s) leq R(r-1, s) +
R(r, s-1)$. Zatézmy, ze $alpha$ jest potaczona z~$d$ osobami. Wtedy  $alpha$ jest
niepotgczona z~$R-1-d$ osobami. Chcemy pokazaé, ze $d geq R(r-1, s)$ lub $R-1-d geq
R(r, s-1)$. Zaiste, = gdyby zadna z~tych nieréwnosci nie zaszta, to $d leq R(r - 1, s) - 1$
oraz$R-1-dleqR(r,s-1)-1$,stad $R-1=(R-1-d) +dleq R(r-1,s)-1 +R(r,s-1)-1 =
R-2$, sprzecznosé. defD{mathcal{D}}  defND{mathcal{ND}} = Rozwazmy dwa przypadki
begin{enumerate} item $d geq R(r-1, s)$.\ Niech $D$ oznacza zbiér oséb

potaczonych z~$alpha$. Skoro $|D| geq R(r-1, s)$ to w~$D$ istnieje $r-1$-klika
lub $s$-antyklika. Wobec tego w~$D cup left{ alpharight}$ istnieje $r$-klika (bo
wszystkie elementy $D$ sg potaczone z~$alpha$ lub $s$-antyklika, co dowodzi naszej
tezy. item $R - 1 - d geq R(r, s-1)3$.\ Niech $ND$ oznacza zbidér oséb
niepotaczonych z~$alpha$, wtedy w~$ND$ istnieje $r$-klika lub $s-1$-antyklika, wiec
w~$left{ alpha right} cup ND$ istnieje $r$-klika lub $s$-antyklika.  end{enumerate}

Teraz oszacowujemy:  begin{align*}  R(3,3) leq R(3, 2) + R(2, 3) = 6quad R(4,3) leq
R@4,2) + R(3,3) = 10\ R(3,4) leq R(2,4) + R(3,3) = 10quad R(4,4) leq R(4,3) + R(3, 4) = 20.
end{align*} emph{Liczby $R(r, s)$ nazywajg sie emph{liczbami Ramseya}. Doktadna
warto$¢ $R(4,4)$ to $18%.} end{sol} end{document}
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