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section{Dwumian Newtona} Przypominam, ze [ binom{n}{k} = begin{cases}frac{ncdot
(n-1)cdot dots cdot (n-k+1)}{kcdot (k-1)cdot dots cdot 1} & k > 0\ 1 & k =0.end{cases} ]
Definicja ma sens dla dowolnego $kin mathbb{Z} {geq 0}, nin mathbb{R}$ (!). Jezeli $0 leq k
leq n$ oraz $n, k$ sag catkowite to $binom{n}{k} = frac{n!}{(n-k)!k!}$, pamietajmy, ze $0! = 1$.
deffloor#1{leftlfloor #1 rightrfloor} begin{problem}  Dla liczby rzeczywistej $x$ definiujemy
emph{poditoge z~$x$} jako  najwiekszg liczbe catkowitg nie wiekszg niz $x$,
w~szczegolnosci  z~definicji wynika, ze $floor{x} leq x, floor{x}in mathbb{Z}$ i~$floor{x} = x iff
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xin mathbb{Z}$.  begin{enumerate} item Udowodnij, ze $xleq y$ implikuje $floor{x}
leq floor{y}$. item Udowodnij, ze dla liczb naturalnych $k, I1$ zachodzi $
floor{frac{k}{l}} = frac{k}{l} iff Ibig|k. $ item Uzasadnij, ze $floor{x} + floor{y} leq
floor{x + y}$ dla wszystkich $x,yin mathbb{R}$ (emph{wskazéwka: $floor{a + b} =

floor{a} + floor{b}$, o~ile $a,bin mathbb{Z}$}). item Niech $p$ bedzie liczbg pierwsza,
niech $alpha$ bedzie najwiekszg potega $p$, ktéra dzieli $n!$ ($n$ silnia). Udowodnij,
ze [ alpha = sum_{i=1}*{infty} floor{frac{n}{p"i}} ] przy
czym suma po prawej jest skonczona. item Oblicz, w~zaleznosci od $p, n, k$, ile razy
liczba pierwsza $p$ dzieli $binom{n}{k}$. item Udowodnij, ze jezeli $p$
jest pierwsza, a~$l geq 0% catkowite, to $ pbig|binom{p"I}{k} $
dla kazdego catkowitego $k: 0 0$ catkowite, to $pbig|binom{pk}{k}$.
end{enumerate} end{problem} vskip -5mm emph{Interpretacje kombinatoryczne.}
begin{problem}  Udowodnij, ze liczba najkrétszych drég kratowych taczacych $(0, 0)$ z~$(x,
y)$, gdzie $x,yin mathbb{N}$, wynosi $binom{x+yHy}$. end{problem} begin{problem}

Wykaz, ze sposobow umieszczenia $n$ ulotek (nierozréznialnych) w~$k$  skrytkach na listy
jest $binom{n+k-1}{k-1}$. end{problem} begin{problem}  Pokaz, ze ilo$¢ nieujemnych
rozwigzan catkowitych rownania $x_1 +x 2+  dots + x_k = n$ w~zmiennych $x_1,dots,x_k$
to $binom{n+k-1}{k-1}$. lle  jest takich rozwigzan w~liczbach catkowitych? end{problem}
begin{problem}  Uzasadnij, ze liczba funkcji $cisle rosnacych $left{ 1, 2, dots, n  right} to
left{ 1, 2, dots, k right}$ jest réwna $binom{n}{k}$. end{problem} begin{thm}[Twierdzenie
Lucasa] Niech $p$ bedzie pierwsza a~$a geq b$ catkowite. Zapiszmy $a, b$  w~systemie
pozycyjnym o~podstawie $p$ jako  [a = left(overline{a_na_{n-1}dots a_0}right)_p,quad b =
left(overline{b_nb_{n-1}dots  b_0}right)_p] ewentualnie uzupetniajac z~przodu zerami, by
diugosci zapisu byty  rédwne. Wtedy [  binom{a}{b} equiv binom{a_n}{b_n}cdot
binom{a_{n-1}}{b_{n-1}}cdot  dots cdot binom{a_0}{b_0} mod p. ] end{thm}
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