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$y_1....y_{n+1}3$ beda rzeczywiste. Wtedy wsrod wielomianéw stopnia $n$ (o~jeden
mniej niz punktéw!) lub mniejszego istnieje doktadnie jeden wielomian $W(x)$
spetniajacy $W(x_i)=y_i$ dla $i=1,2,...,n+18$. end{thm} item begin{thm}[Bezout] Dla
kazdego $x_0$ i kazdego wielomianu $W(x)$ zachodzi $W(x)=(x-x_0)P(x)+W(x_0)$,
gdzie $P(x)$ jest wielomianem, ktdry jest textbf{rozny dla roznych $x_0$}. Ponadto
jezeli $W(x)$ miato wspoétczynniki catkowite i $x_0$ jest catkowite, to $P(x)$ ma
wspotczynniki catkowite.end{thm}  item Warto pamietaé, ze wielomian to jednocze$nie
funkcja i~ze obie te rzeczy wyznaczajg sie wzajemnie. end{enumerate}
subsection{Teoria |l} begin{enumerate} item begin{thm}[Zasadnicze twierdzenie algebry,
w~rzeczywistych] Kazdy wielomian $W$ o~wspétczynnikach rzeczywistych mozna
roztozyé na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego. end{thm} item
begin{thm}[Zasadnicze twierdzenie algebry, zespolone] Kazdy wielomian $W$
o~wspotczynnikach zespolonych mozna roztozy¢ na iloczyn wielomianéw liniowych
o~wspotczynnikach zespolonych. end{thm} item begin{thm}[wzory Vi ete'a]
Niech $x_1, x_2, dots, x_n$ beda pierwiastkami wielomianu [W(x) =a_n x"n +
a_{n-1} xM{n-1} +dots +a_1 x+ a_0,; a_nneq 0] o wspoétczynnikach zespolonych (w
szczegoblnosci takze rzeczywistych). Wowczas prawdziwe sg wzory: [ begin{cases}
X_1+x 2 +dots + x_{n-1} + x_n =tfrac{-a_{n-1}}{a_n} \X 1x 2+dots+x 1x n+x 2
X_3 +dots + x_2x_n + dots + x_{n-1} x_n = tfrac{a_{n-2}}{a_n} \ vdots \ x_1 x_2 dots x_n
= (-1)"n tfrac{a_0}{a_n} end{cases}] end{thm} Poniewaz na olimpiadzie brak
liczb zespolonych, wzoréw Vi'ete'a uzywa sie, jezeli w~zadaniu jest wprost powiedziane,
ze wielomian (stopnia $n$) ma $n$ pierwiastkow (rzeczywistych).  item
begin{thm}[O~wielomianach symetrycznych] Jezeli wielomian $W$, by¢ moze wielu
zmiennych $x_1,dots,x_n$, jest symetryczny, to jest on sumg iloczynéw wielomianéw
$1,x 1 +x 2 +dots x_n, x_ 172 + x_2"2 + dots + x_n"2, dots, x_1*n + x_2"n + dots
X_n"n$. end{thm} end{enumerate} subsection{Zadanka.} begin{enumerate}
item Wyznaczy¢ $a,b$ tak, aby wielomian $x"4 + x"3 + 2x"2 + ax + b$ byt kwadratem
innego wielomianu.  item Wypisz explicite tj. jawnie rozktad wielomianu $x"4 + 1$ na
wielomiany drugiego stopnia, wynikajgcy z~zasadniczego twierdzenia algebry. item
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste $a,b$, dla ktérych wielomiany $f(x) = x5 + ax"3 +
x"2 + 1§ i~$g(x) = x4 + ax"2 + x + b$ majg wspdlny pierwiastek (wypisac¢ réwnanie na
$a%$ w~zaleznosci od $b$).  item Wielomian $P$ nie jest staty, a~$Q, R$ sa takie, ze
$Q(P(x)) = R(P(x)))$ dla wszystkich $x$. Uzasadni¢, ze $Q = R$. end{enumerate}
subsection{Zadania.} begin{enumerate} item Czy twierdzenie interpolacyjne Lagrange'a
pozostanie prawdziwe, jezeli zamienimy w~""wielomian" na ~wielomian
o~wspotczynnikach catkowitych" oraz zatozymy, ze liczby $x_i, y_i$ sa catkowite?  item
Czy zasadnicze twierdzenie algebry pozostanie w~mocy, jezeli zamiast “wielomian"
wstawi¢ w~nim ~“wielomian o~wspotczynnikach catkowitych"?  item Wielomian
o~wspoétczynnikach rzeczywistych $x*n + a_{n-3}x"{n-3} + dots + a_0% ma $n$
pierwiastkdw rzeczywistych. Oblicz jego wspotczynniki.  item Wielomian $P(x)$ stopnia
$n$, o wspodtczynnikach rzeczywistych, dla dowolnej liczby $k=0,1,...,n$ spetnia rownosé
$P(k)=frac{k}{k+1}$. Obliczy¢ $P(n+1)$. emph{Czy zatozenie, ze wielomian $P$ jest
stopnia $n$ jest potrzebne?}  item Dana jest liczba naturalna $k geq 2$ oraz liczby catkowite
$a_1,dots,a_n$ spetniajgce warunki [ a1l+a 22%+a 33" +dotsa nnti=0
hbox{ dla }i=1,2,dots,k-1. ] Dowies¢, ze liczba $a_1 + a_22"k + dots + a_nn"k$ jest
podzielna przez $k!$. end{enumerate} subsection{Wielomiany o~wspdtczynnikach
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catkowitych} begin{enumerate}  item Niech $P(x)$ bedzie wielomianem o wspotczynnikach
catkowitych. Wykazag, ze jezeli dla co najmniej 6 roznych liczb catkowitych
przyjmuje on warto$¢ 2007, to $P(x)$ nie ma pierwiastkdw catkowitych.  item Czy istnieje
wielomian o wspotczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz $1$ majacy wszystkie
wartosci (dla argumentéw catkowitych) bedace liczbami ztozonymi (czyli liczbami
catkowitymi dodatnimi, nie bedacymi pierwszymi i nie bedacymi jedynka)?  item Czy
istnieje wielomian o wspétczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz $1$ majacy
wszystkie wartosci (dla argumentéw catkowitych) bedace liczbami pierwszymi?
end{enumerate} subsection{Zady} begin{enumerate} item Udowodni¢, ze kazdy wielomian
jest suma trzecich poteg wielomianéw. item Niech $F,G,H$ beda wielomianami stopnia co
najwyzej $2n+13$ o wspoétczynnikach rzeczywistych, takimi, ze begin{enumerate}
item dla wszystkich $xinmathbb{R}$ jest $F(x)leq G(x)leq H(x)$, item istniejg takie parami
rozne $x_1,...,x_n$, ze $F(x_i)=H(x_i)$ dla $i=1,2,...,n$, item istnieje takie $x_0$ rézne od
$x_1,...,x_n$, ze $F(x_0)+H(x_0)=2G(x_0)$. end{enumerate} Udowodnic, ze
$2G(x)equiv F(x)+H(x)$.  item Dane sg takie niezerowe liczby catkowite $a,b,c$, ze $a + b +
C= 0%$. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej $n$ prawdziwa jest
podzielno$¢ [ a2 + b"2 + c"2 Big| aMn"2 + 1} + bM{n"2 + 1} + cMn"2 + 1}. ]
item W~tym zadaniu ~“wielomian" oznacza wielomian o~wspétczynnikach catkowitych.
Mozemy zdefiniowac relacje $mod $ dla wielomiandéw przez $P equiv Q mod R$ wtedy
i~tylko wtedy, gdy $R Big| P - Q$, innymi stowy [P - Qin left{ Kcdot RBig| K hbox{ --
wielomian } right}.] Relacja ta ma podobne wtasnosci jak dla liczb catkowitych.
Zdefiniujmy teraz relacje $P equiv Q mod (R_1, R_2)$ przez $P - Qin left{ K_1cdot
R_1 + K_2 cdot R_2 Big| K_1, K_2 hbox{ -- wielomiany right}$. Udowodnic¢, ze
warto$¢ wielomianu $P$, o~wspotczynnikach catkowitych, jest podzielna przez liczbe
pierwszg $p$ dla kazdego argumentu catkowitego wtedy i~tylko wtedy, gdy $P equiv 0
mod p, x"p - x$. end{enumerate} end{document}
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