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defsource#1{\Zrédto: #1} defabs#1{left| #1 right|]}  %subimport{../}{style} include{style}
begin{document} %setlength{topmargin}{-0.5in} section{Potega punktu} subsection{Teoria}
begin{minipage}{10.5cm}  begin{thm}[o~siecznych, o~stycznej] Dany jest okrag $0$
o~$rodku $O$ i~promieniu $R$ oraz~punkt $P$. Jezeli prosta $I$ przechodzi przez $P$
i~przecina okrag $0$ w~(niekoniecznie r6znych) punktach $A$ i~$B$, to iloczyn $|PA|
cdot |PB|$ nie zalezy od wyboru $I$, a~doktadniej [ |PA| cdot |PB| = abs{|PO|2} -
RA2}. ] end{thm} end{minipage}begin{minipage}{5cm}
includegraphics[origin=c]{pow_in} end{minipage} begin{defn}[potega punktu]  Przy
powyzszych oznaczeniach liczbe (by¢ moze ujemng!) $|PO|*2} - R*"2$ nazywamy
textbf{potega punktu} $P$ wzgledem $0$  i~oznaczamy $p(P, 0)$. end{defn} begin{cor}
mbox{}  begin{enumerate} item $p(P, o) 0%, gdy $P$ lezy poza $0$. item przy
oznaczeniach twierdzenia (nadal dla dowolnej prostej) mamy [begin{array}{I I}

p(P, o) = -|PA|cdot |PB| & hbox{gdy }Phbox{ lezy wewnatrz }o\ p(P, o) = |PA|cdot |PB| &
hbox{inaczej} end{array}] item Jezeli $P$ lezy poza okregiem $0$, to $p(P, 0)$ jest
kwadratem dtugosci stycznej do $0$ przechodzacej przez~$P$.  end{enumerate}
end{cor} begin{minipage}{10.5cm} begin{thm}  Ustalmy dwa niewspdtSrodkowe okreqi
$0_1, 0 2% o~srodkach $O_1, O_2$. Zbior punktow $P$ takich, ze $p(P, o 1) =p(P,0_2)$
jest textbf{prostg prostopadta} do $O_10_2$%; nazywamy jg textbf{osig potegowa okregdéw}
$0_1,0 2%. end{thm} begin{cor}  Jezeli okregi przecinaja sie, to prosta przechodzi przez
punkty  przeciecia. end{cor} end{minipage}begin{minipage}[]{5.5cm}
includegraphics[origin=c]{eq_pow} end{minipage} begin{thm}[** Brianchona] Jezeli
w~szeséciokat SABCDEF$ da sie wpisac okrag to przekatne $AD, BE, CF$  majg punkt
wspolny. end{thm} subsection{Zadania} begin{enumerate} item Uzasadnij, ze zbior
punktéw majacych potege wzgledem danego okregu $0$ rowng $p > 0% jest okregiem.
item emph{Eliminacje do PTM -- przypomnienie.} Dane sg okregi $O_1, O_28$,
przecinajace sie w punktach $A,B$. Punkt $P$ lezy na prostej $ABS, proste $PX$, $PY$
sg styczne do $0O_18, $O_2% odpowiednio. Uzasadnié, ze $angle PXY = angle PYX$.
item begin{thm}[Kryterium wspétokregowosci] Jezeli punkty $S,A,B$ oraz $S, C, D$
lezg odpowiednio na dwu potprostych o~poczatku w~$S$ to $A, B, C, D$ lezg na
jednym okregu wtedy i~tylko wtedy, gdy $|SA|cdot |[SB| = |SC| cdot |SD|$.

end{thm} item Uzasadnij, ze teza poprzedniego twierdzenia zachodzi réwniez, gdy $S$
lezy na odcinkach $AB$ i~$CD$.  item Punkty $E, F$ lezg na bokach $AC, ABS$ tréjkata
$ABC$ odpowiednio. Odcinki $BE$ i $CF$ przecinajg sie w $M$ i zachodzi $MBcdot
ME=MCcdot MF$. Udowodnij, ze zachodzi $AEcdot AC=AFcdot AB$.  item Dane sg
okregi $o0_1, o_2$% oraz punkt $P$. Potproste $k$ i~$I$ majg poczatek w~$P$ i przecinaja:
$k$ okrag $o0_1$ w~$A, BS$, zas $I$ okrag $o_2% w~$C$, $D$ ($Aneq B$, $Cneq D$).
Udowodnié, ze na $A,B,C,D$ da sie opisac okrag wtedy i~tylko wtedy, gdy $P$ lezy na
osi potegowej $0_1% i~$o0_23%.  item Okregi $o_1$, $o_2$ przecinajg sie w~punktach $K$
i~$L$ i~sg styczne wewnetrznie do okregu $0$ w~punktach $A, B$ odpowiednio, przy
czym promien $0$ jest wiekszy od promieni $o_1$ i~$o_2$. Prosta $k$ jest styczna
zewnetrznie do $o_13% i~$o_2$ odpowiednio w~punktach $C$ i~$D$. Proste $AC$
i~$BD$ przecinajg sie w~$S$. Wykazag, ze $K, L, S$ sg wspétliniowe.

emph{Niedtugo (ale nie teraz ;) udowodnimy, ze (co najmniej w~czesci przypadkdéw) punkt $S$
lezy na $0$.} end{enumerate} subsection{O$ potegowa} begin{enumerate} item Jesli
okregi $0_1,0 2,0 3% sq takie, ze $0_1cap o_2={A,B}$, $o_2cap o_3={C,D}$, $o0_3cap
o_1={E,F}$, to proste $AB, CD, EF$ albo sg wszystkie réwnolegte, albo przecinajg sie w
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jednym punkcie.  item Uzasadnij, ze wysokosci w~tr6jkacie $ABC$ przecinajg sie w~jednym
punkcie. emph{Rozwaz okregi o~$rednicach $AB$, $BC$, $CAS.}  item*
W~szesciokgcie wypuktym $ABCDEF$ mamy rownosci odcinkéw: $FA = ABS, $BC =
CD$, $DE = EF$. Udowodni¢, ze wysokosci trojkatow $ABCS, $CDES, $EFAS,
poprowadzone odpowiednio z~wierzchotkéw $B, D, F$ przecinaja sie w~jednym punkcie.
emph{Rozwaz odp. okregi.}  item * Nieprostopadte przekatne $AC$ i~$BD$ czworokata
wypuktego $ABCDS$ przecinajg sie w~punkcie $E$. Wykazaé, ze prosta przechodzaca

przez ortocentra $BCE$ i~$ADES$ jest prostopadta do prostej przechodzacej przez srodki

odcinkéw $ABS$ i~$CDS$. emph{Wsk.: udowodnic¢, ze ortocentra lezg na osi
potegowej okregéw, ktérych srednicami sg $ABS$ i~$CD$.} end{enumerate}
end{document}
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defsource#1{\Zrédto: #1} defabs#1{left| #1 right]}  %subimport{../}{style} include{style}
begin{document} %setlength{topmargin}{-0.5in} section{Potega punktu} subsection{Teoria}
begin{minipage}{10.5cm}  begin{thm}[o~siecznych, o~stycznej] Dany jest okrag $0%
o~$rodku $O$ i~promieniu $R$ oraz~punkt $P$. Jezeli prosta $I$ przechodzi przez $P$

i~przecina okrag $0$ w~(niekoniecznie r6znych) punktach $A$ i~$B$, to iloczyn $|PA|
cdot |PB|$ nie zalezy od wyboru $I$, a~doktadniej [ |PA| cdot |PB| = abs{|PO|2} -
RA2}. ] end{thm} end{minipage}begin{minipage}{5cm}

includegraphics[origin=c]{pow_in} end{minipage} begin{defn}[potega punktu]  Przy
powyzszych oznaczeniach liczbe (by¢ moze ujemng!) $|PO|*2} - R*2$ nazywamy
textbf{potega punktu} $P$ wzgledem $0$  i~oznaczamy $p(P, 0)$. end{defn} begin{cor}

mbox{}  begin{enumerate} item $p(P, 0) 0%, gdy $P$ lezy poza $0$. item przy
oznaczeniach twierdzenia (nadal dla dowolnej prostej) mamy [begin{array}{! I}
p(P, 0) = -|PA|cdot |PB| & hbox{gdy }Phbox{ lezy wewnatrz }o\ p(P, 0) = |PA|cdot |PB| &
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hbox{inaczej} end{array}] item Jezeli $P$ lezy poza okregiem $0$, to $p(P, 0)$ jest
kwadratem dtugosci stycznej do $0$ przechodzacej przez~$P$.  end{enumerate}
end{cor} begin{minipage}{10.5cm} begin{thm}  Ustalmy dwa niewspdtsrodkowe okregi
$0_1, 0_2% o~srodkach $O_1, O_28$. Zbiér punktow $P$ takich, ze $p(P, o_1)=p(P,0_2)$
jest textbf{prostg prostopadta} do $O_10_2%; nazywamy jg textbf{osig potegowg okregdw}
$o0_1,0_2%. end{thm} begin{cor}  Jezeli okregi przecinajg sie, to prosta przechodzi przez
punkty  przeciecia. end{cor} end{minipage}begin{minipage}[]{5.5cm}
includegraphics[origin=c]{eq_pow} end{minipage} begin{thm}[** Brianchona] Jezeli
w~szesciokat SABCDEF$ da sie wpisac okrag to przekatne $AD, BE, CF$  majg punkt
wspolny. end{thm} subsection{Zadania} begin{enumerate} item Uzasadnij, ze zbiér
punktéw majacych potege wzgledem danego okregu $0$ rowng $p > 0% jest okregiem.
begin{sol} Niech $R$ bedzie promieniem $0$. Punkt $P$ nalezy do tego
zbioru wtedy i~tylko wtedy, gdy $p = p(P, o) = [PO|*2 - R"2$, czyli gdy $|PO| = sqrt{p +
R72}$, innymi stowy gdy $P$ lezy na okregu o~srodku $O$ i~promieniu $sart{p
+ R"2}$. end{sol} item emph{Eliminacje do PTM -- przypomnienie.} Dane sg
okregi $O_1, O_2$, przecinajace sie w punktach $A,B$. Punkt $P$ lezy na prostej $ABS,
proste $PX$, $PY$ sg styczne do $O_18$, $O_2% odpowiednio. Uzasadni¢, ze $angle
PXY = angle PYX$. begin{sol} Prosta $ABS$ jest osig potegowg $O_1$
i~$O_2$%, skoro wiec punkt $P$ lezy na niej to $p(P, O_1) = p(P, O_2)$. Z~teorii
wiemy, ze $p(P, O_1) = |PX|"28, $p(P, O_2) = |PY|"28$, stad $|PX|"2 =
IPY|"28, $|PX| = |PY|$, wiec trojkat $PXY$ jest rownoramienny, co konczy dowdd.
end{sol} item begin{thm}[Kryterium wspo6tokregowosci] Jezeli punkty $S,A,B$ oraz
$S, C, D$ lezg odpowiednio na dwu potprostych o~poczatku w~$S$ to $A, B, C, D$
lezg na jednym okregu wtedy i~tylko wtedy, gdy $|SA|cdot |SB| = |SC| cdot |[SD|$.
end{thm} emph{Zaktadamy tutaj i~dalej, ze owe dwie potproste nie tworzg prostej,
a~punkty $A,B$ i~$C,D$ sag rozne.} begin{sol} “wiedy". Jezeli $A, B,
C, D$ lezg na jednym okregu, to $|SA|cdot |[SB| = |SC| cdot |SD|$. “tylko
wtedy". Zatézmy zatem, ze $|SA|cdot |SB| = |SC| cdot |SD|$. Okrag opisany
na $A, B, C$ przecina poétprostg $SC$ w~punkcie $D'$ (gdy jest on styczny
przyjmujemy $D' = C$). Korzystajac z~implikacji ~“wtedy" obliczam $|SA|cdot |SB| =
|SC| cdot |SD|$. Lacznie $|SClcdot |SD| = |SA|cdot |SB| = |SC| cdot |SD'|$,
czyli $|SD| = |SD'|$, $D = D'$. end{sol} item Uzasadnij, ze teza poprzedniego
twierdzenia zachodzi rowniez, gdy $S$ lezy na odcinkach $AB$ i~$CD$. begin{sol}
ldentycznie jak w~poprzednim przypadku. end{sol}  item Punkty $E, F$ lezg na
bokach $AC, ABS$ tréjkata $ABC$ odpowiednio. Odcinki $BE$ i $CF$ przecinajg sie w
$M$ i zachodzi $MBcdot ME=MCcdot MF$. Udowodnij, ze zachodzi $AEcdot AC=AFcdot
ABS. begin{sol} Skoro $MBcdot ME=MCcdot MF$ to (z~powyzszego kryterium)
$B, E, C, F$ lezg na jednym okregu $0$, a~skoro tak to $AEcdot AC = p(A, o) = AFcdot
ABS. end{sol}  item Dane sg okregi $0_1, o_2$ oraz punkt $P$. Poétproste $k$ i~$I$
maja poczatek w~$P$ i przecinajg: $k$ okrag $o_1$ w~$A, BS, zas $I$ okrag $o_2%
w~$C$, $D$ ($Aneq B$, $Cneq D$). Udowodnié, ze na $A,B,C,D$ da sie opisaé okrag
wtedy i~tylko wtedy, gdy $P$ lezy na osi potegowej $0_1$ i~$o0_28%. begin{sol}
Oba warunki z~zadania sg rownowazne rownos$ci $PAcdot PB = PCcdot PD$.
end{sol} item Okregi $o0_19$, $0_2% przecinaja sie w~punktach $K$ i~$L$ i~sg styczne
wewnetrznie do okregu $0$ w~punktach $A, B$ odpowiednio, przy czym promien $o$ jest
wiekszy od promieni $o0_1$ i~$o_2$. Prosta $k$ jest styczna zewnetrznie do $o_1$
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i~$0_2% odpowiednio w~punktach $C$ i~$D$. Proste $AC$ i~$BD$ przecinajg sie
w~$S$. Wykazaé, ze $K, L, S$ sg wspotliniowe. begin{sol} Niech $0O,
O_1,0_2% oznaczajg $rodki odpowiednich okregow. Potrzebny nam bedzie fakt, ze
$S$ lezy na $0$. Niech $S'$ bedzie przecieciem $BD$ z~$0$. Punkty $B, O_2, O$
sg wspdtliniowe, wiec trojkaty $BO_2D$ i~$BOS'$ sg rownoramienne o~wspollnym
kacie, stad $angle BDO_2 = angle BS'O$, zatem $CD$ jest rownolegte do stycznej do
$0$ w~punkcie $S'$. Analogicznie konstruujgc z~$AC$ punkt $S"$ stwierdzamy, ze
styczna w~$S"$ jest rowniez réwnolegta do $CD$, a~wiec $S' = S"$ (punkty $S'$
i~$S"$ lezg po tej samej stronie $CD$). begin{minipage}[]{9cm} To
dowodzi, ze $S' = S"$ jest punktem przeciecia $ACS$ i~$BD$, wiec $S' = S$.
Korzystajac z~poprzedniego zadania, $S$ lezy na $KLS$, czyli na osi potegowe;j
$O_1$i~$0_2% jezeli na $ABCD$ da sie opisac okrag. Trojkaty $BOS$
i~$BO_2D$ sg réwnoramienne, wiec zachodzg rownosci [angle BAC = angle BAS =
frac{1}{2}angle BOS = 90”circ - angle OBS] oraz [ angle BDC =
angle BDO_2 + angle O_2DC = angle BDO_2 + 90”circ ] stad
[ angle BDC + angle BAC = 180"circ, ] czyli na
$ABCDS$ da sie opisac okrag, co kohczy dowdd. end{minipage}begin{minipage}[]{8cm}
includegraphics{7.pdf} end{minipage} end{sol} end{enumerate}
subsection{O$ potegowa} begin{enumerate} item Jesli okregi $o_1,0 2,0 3% s3 takie, ze
$o0_1cap o_2={A,B}$, $0_2cap o_3={C,D}$, $0_3cap o_1={E,F}$, to proste $AB, CD, EF$
albo sg wszystkie rownolegte, albo przecinajg sie w jednym punkcie. begin{sol}
Niech $S$ bedzie punktem przeciecia $AB$ i~$CD$. Skoro sg to osie potegowe to
$p(S, 0_1) =p(S, 0_2)$ i~$p(S, 0_2) = p(S, 0_3)$, a~wigc rowniez $p(S, o_1) = p(S,
0_3)$, czyli $Pin EF$. end{sol} item Uzasadnij, ze wysokosci w~tréjkacie $ABC$
przecinajg sie w~jednym punkcie. emph{Rozwaz okregi o~$rednicach $AB$, $BCS,
$CAS$.} begin{sol} Niech $o_{AB}, o_{BC}, o_{CA}$ oznaczajg okregi
o~$rednicach $AB, BC, CA$ odpowiednio. Zauwazmy, ze osiami potegowymi par
okregéw sg wysokosci w~tréjkacie. Zaiste niech $k$ oznacza o$ potegowg
$o0_{AB}$ i~$0_{CA}$. Witedy $Ain k$, gdyz $Ain o_{AB}cap o_{CA}$, a~ponadto
$kperp M_{AB}M_{CA} || BC$, czyli $k$ jest wysokoscia. emph{$M_{XY}$
oznacza $rodek odcinka $XY$.} end{sol} item * W~szesciokacie wypuklym $ABCDEF$
mamy rownos$ci odcinkow: $FA = ABS, $BC = CD$, $DE = EF$. Udowodni¢, ze wysokosci
tréjkatow $ABCS, $CDES, $EFA$, poprowadzone odpowiednio z~wierzchotkéw $B, D, F$
przecinaja sie w~jednym punkcie. emph{Rozwaz odp. okregi.} begin{sol}
Rozwazmy okregi $0_A, o_C, o_E$ o~srodkach w~$A, C, E$
i~promieniach $AB, CD, EF$ odpowiednio. Analogicznie jak w~poprzednim zadaniu
udowadniamy, ze osiami potegowymi okregdw sg wysokosci z~treéci zadania.
Osie te majg punkt wspdlny, co konczy dowad. end{sol}  item * Nieprostopadte
przekatne $ACS i~$BD$ czworokata wypukiego $ABCD$ przecinajg sie w~punkcie $ES.
Wykazaé, ze prosta przechodzaca przez ortocentra $BCE$ i~$ADES$ jest prostopadta do
prostej przechodzacej przez srodki odcinkéw $AB$ i~$CDS$. emph{Wsk.:
udowodnié, ze ortocentra lezg na osi potegowej okregow, ktorych srednicami sg $AB$
i~$CD$.} begin{sol} Niech dla skrétu $o_{XY}$ oznacza okrag o~$rednicy $XY$,
$h_X$ dla $Xin {E, B, C}$ oznacza wysoko$¢ w~trojkacie SEBC$ wypuszczong
z~wierzchotka $X$, a~$kcap | cap n$ oznacza przeciecie prostych Sk, I, n$.
Niech $H$ oznacza ortocentrum $BCES, innymi stowy $H = h_E cap h_B cap h_C$.
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Zauwazmy, ze $h_B, h_E, h_C$ sg osiami potegowymi par okregéw: $o_{AB}$
i~$o_{EB}$, $o_{EB}$ i~$o_{EC}$, $o_{EC}$ i~$0_{CD}$. Stad $p(o_{AB}, H)
= p(o_{EB}, H) = p(o_{EC]}, H) = p(o_{CD}, H)$, czyli $H$ lezy na osi potegowe;
$o_{AB}$ i~$0_{CD}$. Analogicznie ortocentrum $ADES$ lezy na tej osi, zatem prosta

przechodzgca przez te (rézne!) punkty jest osig potegowg $o0_{AB}$ i~$0_{CD}$,
czyli jest prostopadta do prostej taczgcej Srodki tych okregdw. end{sol}
end{enumerate} end{document}
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