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renewcommand{thethm}{} renewcommand{angle}{sphericalangle}
renewcommand{vec}[1]{overrightarrow{#1}} renewcommand{leqg}{leqgslant}
renewcommand{geq}{geqgslant} renewcommand{dots}{ldots} include{style}
begin{document} section{Algi, \[-1.5cm]{small podgatunek: wielomiany}} begin{defn}
Stopien wielomianu dwéch zmiennych definiujemy jako najwiekszg z~sum  wyktadnikow
poteg przy $x$ i~$Y$ i~oznaczamy $deg$, np. $deg x"2 = 2%,  $deg x4 + x"3y"3 + y"5 =
6$%.end{defn}  begin{defn} Pierwiastek (rzeczywisty) wielomianu dwoch zmiennych
$W(x, y)$ to taka para liczb rzeczywistych, ze $(x_0,y_0)$, ze $W(x_0, y_0) = 0$.
end{defn} subsection{Zadania} begin{enumerate} item Udowodnij, ze jezeli liczby
$a,binmathbb{R}$ sg takie, ze wielomian $W(x) = ax"3 - ax"2 + 9bx - b$ ma trzy
pierwiastki rzeczywiste dodatnie, to sg one rbwne.  item Rozwigz uktad rownan [
left{begin{array}[]{c} X"5 - yA5 = 992\ X-y=2 end{array}right. ]
w~liczbach rzeczywistych dodatnich $x, y$.  item Czy wielomian dwéch zmiennych ma
zawsze tylko skonczenie wiele pierwiastkdw? Jezeli tak, czy zawsze ma ich co najwyzej
tyle, ile wynosi jego stopien?  item Niech $X$ bedzie zbiorem pierwiastkédw wielomianu
dwoch zmiennych $WS$. Udowodnij, ze dowolna prosta $k$ przecina $x$ tylko
w~skonczenie wielu punktach lub cata prosta $k$ jest zawarta w~$X$.  item Majac
dane wielomiany dwéch zmiennych $W_1, W_2$ skonstruuj wielomian dwéch zmiennych,
ktory bedzie sie zerowa¢ wtedy i~tylko wtedy, gdy zerujg sie $W_1$ i~§W_2$.  item
Niech $n$ bedzie liczbg nieparzysta. Udowodnij, ze wielomian [
(x"2+1)(x 2+2"2)dots(x2+n"2) + 1 ] nie jest kwadratem wielomianu
o~wspotczynnikach catkowitych. * Udowodnij, ze nie jest on kwadratem wielomianu
o~wspoétczynnikach rzeczywistych. end{enumerate} subsection{Zadania domowe}
begin{enumerate}  item Niech $alpha, beta$ bedg liczbami niewymiernymi takimi, ze $
alpha + beta = 1$. Dowiedz, ze $[malpha] + [mbeta] = m-1$ dla kazdej niezerowej liczby
catkowitej $m$ ($[x]$ oznacza podtoge z~$x$).  item Dla jakich $a$ i~$b$ liczba $1$ jest
pierwiastkiem podwdjnym wielomianu $x*n + ax + b$?  item Wyznaczy¢ najmniejszg
wartosé funkciji wymiernej $x*{1000} + x*{900} + xM90} + x"8 + frac{1998}{x}$ dla $x>08$.
item * Majac dane dwa roztgczne kota skonstruuj 0$ potegowa okregdw bedacych
brzegami tych két. end{enumerate} end{document}
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newenvironment{problem}{noindenttextsc{Zadanie}\} {hfillpar} defsource#1{\Zrodto: #1}
renewcommand{thethm}{} renewcommand{angle}{sphericalangle}
renewcommand{vec}[1]{overrightarrow{#1}} renewcommand{leqg}{legslant}
renewcommand{geq}{gegslant} renewcommand{dots}{ldots} include{style2}
begin{document} section{Zadania domowe -- rozwigzania} begin{enumerate} item Niech
$alpha, beta$ beda liczbami niewymiernymi takimi, ze $ alpha + beta = 1$. Dowiedz, ze
$[malpha] + [mbeta] = m-1$ dla kazdej niezerowej liczby catkowitej $m$ ($[x]$ oznacza
podtoge z~$x$). begin{sol} Skoro $m$ jest catkowite niezerowe, a~$alpha$ jest
niewymierna, to $malpha$ jest niewymierna. Analogicznie niewymierna jest
liczba $mbeta$. Z~definicji podtogi mamy $malpha - 1 -[malpha] > -malpha$, czyli
$-malpha > -[malpha] -1 > -malpha -1$, wiec, znowu z~definicji podtogi
$[-malpha] = -[malpha] -1$. Zatem $[mbeta] = [m(1-alpha)] = [m - malpha] = m +
[-malpha] = m - 1 -[malpha]$. end{sol} begin{sol}[Alternatywne, dtuzsze
rozwigzanie] deffr#1{ left{ #1 right}} Skoro $m$ jest catkowite niezerowe,
a~$alpha$ jest niewymierna, to $malpha$ jest niewymierna. Analogicznie niewymierna
jest liczba $mbeta$. Niech $fr{x} := x - [x]$ dla kazdej liczby rzeczywistej (jest
to cze$¢ utamkowa). Z~okres$lenia podtogi jako najwiekszej liczby rzeczywistej
nie wiekszej od $x$ wynika, ze $fr{x}in [0, 1)$, przy czym $fr{x} in (0, 1)$ jezeli $x$ jest
niecatkowite (w~szczegoélnosci dla $x$ niewymiernych). Mamy [
fr{malpha} + fr{mbeta} = malpha - [malpha] + mbeta - [mbeta] = m - [malpha] -
[mbetalin mathbb{Z} ] ale ustalilismy wyzej, ze $fr{imalpha},fr{imbeta}in (0, 1)$,
stad $fr{malpha} + fr{mbeta} in (0, 2)$, czyli $fr{malpha} + fr{mbeta} = 19 jest
jedyna mozliwoscia. Tym samym [ 1 = fr{malpha} + fr{mbeta} = m -
[malpha] - [mbeta] ] co konczy dowdd. end{sol}  item Dla jakich $a$
i~$b$ liczba $19 jest pierwiastkiem podwodjnym wielomianu $x*n + ax + b$?
begin{sol} Liczba $alpha$ jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu $W$
wtedy i~tylko wtedy, gdy $W(alpha) = 0% i~$W'(alpha) = 0$ (wyktad na
PROSerwach). $W'(x) = nxM{n-1} + a$, wiec $W'(1) = n + a$, czyli $W'(1) =0
Leftrightarrow a = -n$. $W()=1+a+b$, wiec$W(1) =0 Leftrightarrow a + b
+ 1 =0%. Stad $W(1) = W'(1) = 0% jest rownowazne $a+b+1 =a + n = 03, czyli
$a=-n,b=-n+18%. end{sol}  item Wyznaczy¢ najmniejszg warto$¢ funkcji wymiernej
$x*1000} + x*{900} + xM90} + x*8 + frac{1998}{x}$ dla $x>03. begin{sol}
Z~nierownosci pomiedzy Srednig arytmetyczng i~geometryczna: [
frac{x"{1000} + x*{900} + x"{90} + x"8 + underbrace{frac{1}{x}+ frac{1}{x}+dots
+frac{1}{x}} _{1998}}{2002} geq sqrt{x*{1000}cdot x"{900}cdot x*90}cdot x*{8} cdot
left(frac{1}{x}right)*{1998}} = 1 ] lub, w~notacji wazonej: [
frac{x"{1000} + x*{900} + x"{90} + x"8 + frac{1998}{x}}{2002} geq sqrt{x*{1000}cdot
x"900}cdot x*{90}cdot x*{8} cdot left(frac{1}{x}right)*{1998}} = 1 ]
przy czym réwnosé zachodzi dla $x = 1$. Zatem najmniejsza warto$¢ to $2002% i~jest
przyjmowana dla $x = 1$. end{sol}  item * Majgc dane dwa roztgczne kota skonstruuj 0$
potegowg okregow bedacych brzegami tych koét. begin{sol}
begin{minipage}{8cm} Ponizsze rozumowanie ma niezbyt proste uzasadnienie, lecz
oferuje prostg konstrukcyjnie metode. Przypomnijmy nastepujace fakty
begin{itemize} item jezeli dwa okregi przecinajg sie, to ich 0§ potegowa
jest prostg przechodzacg przez punkty przeciecia, item prosta
potegowa okregow jest prostopadta do osi taczgcej Srodki tych okregow,
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item dla dowolnych okregéw $o_1, 0 2, o_3$ proste potegowe $o_1$

i~$0 2%, $0 2% i~$o0 3%, $0 3% i~%0 1% majg punkt wspdliny.
end{itemize} Plan jest nastepujacy: majac dwa roztgczne okregi $o_1, 0 2%
skonstruowac okrag $o_3$ przecinajacy $o_1$ i~$o_2% i~taki, ze osie
potegowe $o0_1$ i~$o_3% oraz $o_1$ i~$o0_2% nie sg rownolegte. Dla ustalenia uwagi
moze byc¢ to okrag (patrz rys.) przecinajacy $o0_19$ i~$o_2% w~punktach, w~ktdrych
przecina je odcinek tgczacy ich srodki. end{minipage}begin{minipage}{8cm}

includegraphics{power-axis} end{minipage} Wyznaczamy (to brzmi
dumnie) osie potegowe $o0_1$ i~$o0_3$ oraz $o_2% i~$o_ 3% oraz ich punkt przeciecia,
ktéry jest punktem na osi potegowej $0_1$ i~$0_2%. Powtarzamy procedure z~innym
okregiem wyznaczajgc kolejny punkt na tej osi i~rysujemy prostag przez wyznaczone
punkty. end{sol} end{enumerate} end{document}
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