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section{OMG i~wspominki} begin{enumerate} item Czy istniejg takie liczby catkowite $a$
i~$b$, ze liczby [ a2 + b hbox{ oraz } b2 + a ] sg kolejnymi liczbami
catkowitymi? OdpowiedZ uzasadnij.  item Punkt $I$ jest Srodkiem okregu wpisanego
w~tréjkat SABCS$. Okrag styczny do $AI$ w~punkcie $1$ i~przechodzacy przez punkt $B$
przecina bok $BC$ w~punkcie $P$ (r6znym od $B$). Proste $IP$ i~$AC$ przecinajg
sie w~punkcie $Q$. Wykaz, ze punkt $I$ jest sSrodkiem odcinka $PQ$.  item Liczby $p$ i~$g$
sg réznymi liczbami pierwszymi. Udowodnij, ze liczba $p"2 + g*2$ nie jest podzielna
przez liczbe $p + g$.  item Wewnatrz kota o~promieniu $1$ znajduja sie punkty
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$A _1,A 2,A 3,dots,A {100}$. Udowodnij, ze na brzegu tego kota istnieje taki punkt $P$,
dla ktérego [ PA_1 + PA_2 + dots + PA_{100} geq 100. ] source{Zadania
pochodzg z~finatu VI OMG}  item Rozwazmy szescian $ABCDA'B'C'D'$.
begin{enumerate} item Uzasadnij, ze obrot wokot osi $AC'$, w~ktérym punkt $D'$
przechodzi na $B'$, przenosi szescian $ABCDA'B'C'D'$ w~siebie tzn. kazdy
punkt szescianu przechodzi na punkt szescianu. item Oblicz, ilukrotne ztozenie
powyzszego obrotu jest identyczno$cig? item Podzielmy szeScian
$ABCDA'B'C'D'$ na $27$ szescianikéw jednostkowych. Wskaz szescianiki, ktore
przechodzg w~siebie przy ww. obrocie. item Niech $pi$ bedzie ptaszczyzng
prostopadtg do $AC'$ i~przechodzaca przez srodek tego odcinka. Uzasadnij, ze ww.
obrét zachowuje $pi$ oraz ze ilosé szescianikéw, ktdére przecina $pi$ musi
przystawaé do $1 mod 3$. item * Rozwaz symetrie wzgledem srodka
szescianu i~rozszerz poprzednie rozumowanie, aby wykazac, ze ilo$¢ szescianikdw,
ktére przecina $pi$, przystaje do $1 mod 63. item * Wykaz, ze cze$¢ wspolna
$pi$ i~$SABCDA'B'C'D'$ to szes$ciokat foremny o~wierzchotkach lezacych na
$rodkach tych krawedzi szescianu, ktérych ““koncem" (wierzchotkiem) nie jest $A$
lub $C'$. end{enumerate}  item Przypomnijmy, ze $varphi(n)$ oznacza ilos¢ liczb
naturalnych wzglednie pierwszych z~liczbg catkowitg dodatnig $n$ i~nie wiekszych od
$n$. Np. $varphi(12) = 48, $varphi(p) = p-1$ dla kazdej liczby pierwszej $p$,
$varphi(1) = 13 itd. begin{enumerate} item Liczby ze zbioru ${1,2,dots,n}$
mozemy w~naturalny sposéb utozsamic z~resztami z~dzielenia przez $n$ (jak kto$
nie zrozumiat, to nie szkodzi) i~oznaczaé¢ $1mod n, 2mod n,dots, n mod
n$. item Niech $n = ab$ bedzie takim iloczynem, ze $NWD(a,b) = 1$.
Uzasadnij, ze liczba $x mod n$ jest wzglednie pierwsza z~$n$ wtedy i~tylko wtedy,
gdy $xmod a$ jest wzglednie pierwsze z~$a$ i~$xmod b$ jest wzglednie pierwsze
z~$b$. item Uzasadnij, ze istnieje doktadnie $varphi(a)varphi(b)$ liczb
wzglednie pierwszych z~$n$ i~mniejszych od $n$; kazda z~tych liczb jest
wyznaczona przez reszty $mod a$ i~$mod b$. emph{Wskazowka: chinskie
o~resztach.} item Stad tez $varphi(n) = varphi(a)varphi(b)$ o~ile tylko
$NWD(a,b) = 1$. Podaj przyktad, ze zatozenie NWD(a,b)=1$ jest istotne.
item Oblicz ““na piechote" $varphi(p”k)$, gdzie $p$ jest pierwsze i~udowodnij wzor
[ varphi(n) = (p_1*alpha_1} - p_1*alpha_1 - 1})cdot
(p_2Malpha_2} - p_2"alpha_2 - 1})cdot dotscdot (p_nMalpha_n} - p_n™Malpha_n - 1})
= nleft(1 - frac{1}{p_1}right)dotsleft( 1 - frac{1}{p_n} right). ]
jezeli $n = p_1Malpha_1}p_{2}*{alpha_2}dots p_n™alpha_n}$ jest rozktadem liczby
$n$ na czynniki pierwsze. end{enumerate} end{enumerate} end{document}
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