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THEOREMS ---------- oo newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section]
newtheorem{cor}[thm]{Wniosek} newtheorem{lem}[thm]{Lemat}
newtheorem{defn}[thm]{Definicja} newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamos$c}
newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza} newtheorem{useless}[thm]{}
newtheorem{problem}[thm]{Zadanie} newenvironment{proof}{noindenttextsc{Dowdd.}}
{nolinebreak[4]hfill$blacksquare$\par} newenvironment{sol}{noindenttextsc{Rozwigzanie. }}
{par} defrozw{$ $\textbf{Rozwigzanie}:\} defdeg{*circ}}  subimport{../}{style}
%include{style} defsource#1{Zrodto: #1} begin{document} section{Trikowe zadania --
rozwigzania} begin{enumerate} item Liczby catkowite dodatnie $a n$. Zaté6zmy (dowod
przez sprzeczno$é), ze $a_1,dots,a_kgeq n$. Wiedy $$n = frac{a_1 + dots +
a_nHk} geq frac{a_1 + (k-1)nH{k} > n$$ sprzeczno$¢. Obserwacja jest dowiedziona.

Zatbzmy, ze nie wszystkie liczby sg réwne. Zauwazmy, ze wtedy pewne 2 liczby
textbf{sgsiednie} muszg nie by¢ rowne, a wiec istniejg liczby sasiednie $n_0>n_1$. Z
obserwacji wynika, ze wsréd liczb sgsiadujacych z $n_1$ musi by¢ liczba od niej
mniejsza $n_2
n1>n2>dots>n_s>n {s+1} > dots$$ Ale to jest nonsens! Wszystkie liczby
napisane byty naturalne, wiec wszystkie liczby z tego nieskonczonego ciggu musiatyby
by¢ liczbami ze skonczonego przedziatu $left{ n_0,n_0 - 1, dots, 0 right}$.
Sprzecznosc. emph{Ciekawg sprawg w tym rozwigzaniu jest jego ogolnos¢ -- nie

korzystaliSmy z prawie zadnych wtasnoéci liczb sasiednich.} end{proof} item Niech
$a, b, c$ bedg bokami trojkata. Czy z odcinkéw o dtugosciach $sart{a},sqrt{b},sqrt{c}$ da
sie zbudowac trojkat? textbf{Odpowiedz:} Tak. begin{proof} Musimy, tak
naprawde, pokazaé, ze liczby $sqrt{a},sqrt{b},sqrt{c}$ spetniajg nierdwno$¢ trojkata.
Udowodnieg, ze $$sart{a} + sqrt{b} > sqrt{c}$$ pozostatych nierdwnosci
dowodzimy analogicznie. Zachodzi nierownos$c¢ $$sqrt{a} + sqrt{b} >
sqrt{a+b}$$ Istotnie, obie wymienione liczby sg dodatnie, a po podniesieniu do
kwadratu uzyskujemy trywialnie prawdziwg nieréowno$c $$(sart{a} + sqrt{b})*2=a + b +
2sqrifab} >a + b = sqrt{a+b}"2$$ Co wiecej liczby $a,b,c$ sg dtugosciami
bokéw pewnego tréjkata, wiec $a+b > c$ a wiec i $sqrt{a+b} > sqrt{c}$.
$$sart{a} + sqrt{b} > sqrt{a+b} > sqrt{c}$$ end{proof} item lloczyn dodatnich liczb
rzeczywistych $a, b, c$ wynosi $1$. Wykaz, ze $$ab”2 + bc*2 + ca*2 geq ab + bc +
ca$$ begin{proof} emph{Mégtbym oczywiscie przedstawi¢ samo rozwigzanie, ale
ze wzgleddw dydaktycznych przedstawie takze metode prowadzgcag do niego.}
Wiemy, ze $abc = 1$. Po pierwsze zréwnujemy stopnie obu stron (patrz: nierbwnosci
tzw. Kurlandczyka) uzyskujac nierobwnosc¢ rownowazna:
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$$frac{ab”2}{sqrt[3]{abc}} + frac{bc*2}{sqrt[3]{abc}} + frac{ca”2}{sqrt[3]{abc}} geq ab +
bc + ca$$ emph{Droga do rozwigzania.} Zgadujemy teraz (co nie jest takim
zwyklym strzatem, jezeli sie zrobito juz duzo zadan z nieréwnosci), ze te nierownosé
mozna udowodnié stosujgc Srednig arytmetyczng i geometryczng (wazong), innymi
stowy nieréwnos$¢: $$alpha_1 a_1 + dots + alpha_n a_n geq a_1"alpha_1}cdot dots cdot
a_nMalpha_n}$$ gdzie $a_1, dots, a_n, alpha_1, dots, alpha_n > 0 alpha_1 + dots +
alpha_n = 1$. emph{Ta nieréwnos$¢ tylko innym sposobem zapisania nierownosci pomiedzy
Srednig arytmetyczng a geometryczna, jezeli liczby $alpha_1,dots,alpha_n$ sg wymierne.}
Zapisujemy pozadang nieréwnosc¢ ogolnie: $$alpha frac{ab”2}{sqrt[3]{abc}} +
beta frac{bc*2}{sqrt[3]{abc}} + gamma frac{ca”2}{sqrt[3]{abc}} geq left(
frac{ab”2}{sqrt[3]{abc}} right)*alpha left( frac{bc"2}{sqrt[3]{abc}} right)"beta left(
frac{ca”2}{sqrt[3]{abc}} right)*gamma = ab$$ gdzie $alpha + beta + gamma =
13. Ostatnia réwno$c¢ jest naszym marzeniem i wymaganiem. Rozpisujemy ja
w postaci uktadu réwnan (wyniktego z poréwnania wyktadnikow przy $a,b,c$):
$$left{begin{array}{c} alpha + 2gamma - 1/3 = 1\ beta + 2alpha - 1/3 = 1\
gamma + 2beta - 1/3 = 0\ end{array}right.$$ Rozwigzaniem tego
uktadu jest tréjka liczb $(alpha,beta,gamma) =left(2/3, 0, 1/3right)$.
emph{Koniec drogi -- doszliSmy do rozwigzania} Jak wiec wystarczy udowodnic lub
sprawdzi¢ nierownos¢ z zadania wynika z trzech nieréwno$ci pomiedzy $rednig
arytmetyczng a geometryczng (wazong): $$begin{array}{c}
dfrac{2}{3}dfrac{ab”2}{sqrt[3]{abc}} + dfrac{1}{3}dfrac{ca”2}{sqrt[3]{abc}} geq ab\
dfrac{2}{3}dfrac{bc”2}{sqrt[3]{abc}} + dfrac{1}{3}dfrac{ab”2}{sqrt[3]{abc}} geq
bc\ dfrac{2}{3}dfrac{ca”2}{sqrt[3]{abc}} +
dfrac{1}{3}dfrac{bc”2}{sqrt[3]{abc}} geq ca\ end{array}$$ emph{Gdy zna sie
metode, rozwigzanie nie jest trikowe, ale gdybysmy zobaczyli je nie znajac metody, bytoby
1 end{proof} item Danych jest $2010$ liczb catkowitych $a_1,dots,a_{2010}$.
Pokazac, ze mozna wybraé pewng ilos¢ kolejnych wyrazow tego ciggu tak, ze ich
suma jest podzielna przez $2010$. begin{proof} Niech $b_i=a_1 + dots + a_i$
dla $i=1,dots,2010$, ponadto niech $b_0 = 0% (suma pustego ciggu indeksow).
Zauwazmy, ze jezeli $2010 | b_i - b_j$ dla pewnych $i neq j$, to poszukiwany podciag
istnieje (jezeli $i < j$ to jest on rowny $a_{i+1} + dots a_j$). Mamy $2011$
liczb $b_i$ i tylko $2010$ mozliwych reszt z dzielenia przez $2010$. Pewne dwie liczby
muszg dawac takg sama reszte. To konczy dowdd. end{proof} item We
wnetrzu tréjkata réwnobocznego o boku dtugosci $101$ danych jest $10203% punktow.
Uzasadni¢, ze pewna para punktdéw lezy w odlegto$ci co najwyzej $1$ od siebie.
begin{proof} Tréjkat rownoboczny o boku $101$ da sie podzieli¢ na $1012$
tréjkacikdw réwnobocznych o boku $1$. Zachodzi $10172 = 10201 < 10203%, wiec w
pewnym z tych trojkatow bedg leze¢ $2$ punkty. Pozostaje uzasadnié, ze najdtuzszym
odcinkiem w tréjkacie jest pewien jego bok, pozostawiam to czytelnikom :) .
end{proof} source{Staszic, mathlinks,Art Of Problem Solving i nie wiem co jeszcze}
end{enumerate} end{document}
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