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%include{style} defsource#1{\Zrédto: #1} begin{document} section{Analiza matematyczna}
emph{Zostata mata przyjemnos¢ -- przejdzmy do granicy.}\ dr textsc{M. Bobienski}
(wyktadowca AM) paragraph{Teoria} begin{enumerate} item emph{Ponizsza definicja jest
wprowadzona dla porzadku -- nie mam szans (ani checi) rozwija¢ w 1,5h catej teorii granic
i pochodnych.} begin{defn} Jezeli dana jest funkcja $f: mathbb{R} rightarrow mathbb{R}$

oraz ustalony jest punkt $x_0in mathbb{R}$, to textbf{pochodna} funkcji ${$

nazywamy funkcje $$f'(x) := lim_{h rightarrow 0} frac{f(x + h) - f(x)}{h}$$ dla
sensownych funkcji ta pochodna istnieje.\ Funkcje, ktére majg pochodng ciagta
(mniejsza co to znaczy) nazywamy textbf{rozniczkowalnymi}, wszystkie sensowne
funkcje sa rézniczkowalne. end{defn}  item Geometrycznie warto$¢ pochodne;
w punkcie $f'(x_0)$ interpretuje sie jako wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu $f$
w punkcie $x_0$.  item begin{defn} Okreslamy druga pochodng funkgji $f$ jako
pochodng pochodnej funkcji $f$, co oznaczamy (o dziwo) $f"$, trzecig pochodng jako

pochodng drugiej pochodnej i tak dalej. Ogdlniej $n$-tg pochodng oznaczamy
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$N(n)}$. end{defn} Oczywiscie méwimy tutaj o przypadku, gdy pochodne istnieja.
item Mata tabelka pochodnych: $$begin{array}{c c c} hbox{Funkcja} &
hbox{Pochodna} &\ hbox{funkcja stata} & 0 &\ X&1 &\ x"n & nxM{n-1}
& hbox{ dla }nin mathbb{R}, nneq 0\ sin(x) & cos(x) & \ cos(x) & -sin(x) &\
erx & eMx &\ In(x) & frac{1}{x} &\ end{array}$$ Liczba $eapprox 2,7182%
jest straszliwie wazng statg w matematyce i fizyce, $In$ oznacza logarytm (patrz
wikipedia) o podstawie $e$.\ textbf{Uwaga o $sin$}: Wszedzie w tym tekscie (jak i
wszedzie indziej) $sin x$ oznacza sinus $x$ w radianach, nie stopniach! $pirad =
180deg$. To samo tyczy sie pozostatych funkgciji trygonometrycznych.  item Zachodzg
madre wzory na sume, réznice, iloczyn oraz iloraz pochodnych. Wezmy funkcje
rozniczkowalne $f,g$ i niech $f', g'$ oznaczajg ich pochodne, niech $cin mathbb{R}$
oznacza statg. Wtedy: $$begin{array}{c c} (cf) =cf &\ (f+9)' =f+g' & \
(f-g) =f-g' &\ (fg)' =fg' + f'g &\ (frac{f}{g})' = frac{f'g - fg'}{g"2} & hbox{ ma
sens jezeli }9(x)>0 forall_{xin mathbb{R}} end{array}$$  item begin{thm}
Dana jest funkcja $f:mathbb{R} rightarrow mathbb{R}$. Jezeli punkt $x_0% jest
minimum lokalnym (1j. istnieje $varepsilon > 08, taki, ze dla $xin (x_0 - varepsilon, x_0 +
varepsilon) f(x) geq f(x_0)$). $$f'(x_0) = 0$$ Teza zachodzi réwniez,
gdy $x_0$ jest maksimum lokalnym. end{thm} end{enumerate} paragraph{Teoria do
funkcji wypuktych} begin{enumerate} item begin{thm}[Rolle] Jezeli $f$ jest
rozniczkowalna, $a < b$ sg liczbami rzeczywistymi oraz $f(a) = f(b)$ to $$hbox{
Istnieje }cin(a,b) f'(c) = 0$$ end{thm} item begin{thm}[Lagrange] Jezeli $f$ jest
rozniczkowalna za$ $a < b$ sg liczbami rzeczywistymi to $$hbox{ Istnieje
}cin(a,b) f'(c) = frac{f(b) - f(a)}{b-a}$$ end{thm} dowod Niech $g(x):=f(x) -
(x-a)frac{f(b) - f(a)}{b-a}$. Wtedy $$g(a) = f(a), g(b) = f(b) - (b-a)frac{f(b) - f(a)}{b-a} = f(b) -
(f(b) - f(a)) = f(a) = g(a)$$ Stosujemy tw. Rolle dla funkcji $g$ i punktéw $a,b$
otrzymujac $$hbox{ Istnieje }cin(a,b) g'(c) = 0$$ $$0 = g'(c) = f'(c) - left((x-a)frac{f(b)
- f(a){b-a}right)'(c) = f'(c) - frac{f(b) - f(a){b- a}.$$ Zauwazmy, ze tw. Rolle jest
wnioskiem z tw. Lagrange, ~"waz zjada wtasny ogon".  item begin{cor} Ustalmy
$a < bin mathbb{R}$ oraz funkcje rézniczkowalng $f:mathbb{R} rightarrow
mathbb{R}$.\ Jezeli $f'(x) geq 0% dla wszystkich $xin (a,b)$ to funkcja $f$ jest
niemalejgca na przedziale $(a,b)$. end{cor} dowod Wezmy dowolne $c.d: a
leq ¢ < d leq b$. Z tw. Lagrange wiemy, ze $$frac{f(d) - f(c)H{d - c} = f'(s)$$ gdzie $s$
jest pewnym punktem $(c,d)$. Wiemy, ze $d-c >0$ i $f'(s) geq 0%, stad $f(d) - f(c) geq 0%.
item Funkcja jest emph{wypukifa} na przedziale $[a,b]$, jezeli dla wszystkich $c,din
[a,b]$ odcinek $(c,f(c))---(d, f(d))$ lezy ponad wykresem funkcji $f$.  item
Podstawowym faktem dotyczgcym funkcji wypuktych jest begin{thm}[Nieréwnos¢é
Jensena] Jezeli funkcja $f$ jest wypukia na przedziale $[c,d]$, $x_1,dots,x_nin
[c,d]$, liczby $a_1,dots,a_n> 0% oraz$a_1 +dots+a n=1$to $$sum_{i=1}*n a_if(x_i)
geq fleft(sum_{i=1}"n a_ix_iright)$$ end{thm} item begin{cor} Ustalmy $a < bin
mathbb{R}$. Jezeli funkcja $f$ jest rézniczkowalna i jej pochodna jest rozniczkowalna
oraz $forall_{xin(a,b)} f"(x) geq 0% to funkcja $f$ jest wypukta (i mozemy stosowaé
nieréwnos¢é Jensena:).\ emph{Uwaga:} Jezeli mamy mocniejszg nieréwnos¢ $f"
> 0§, to rownosé w nierébwnosci Jensena zachodzi tylko, gdy $x 1 =x 2 = dots
= x_n$. end{cor} end{enumerate} paragraph{Zadania na pochodne} begin{enumerate}
item Dla liczb dodatnich $a_1, dots, a_n$ pokazac¢ nieréwnos$¢ miedzy Srednig
arytmetyczng a geometryczna;: $$frac{a_1 + dots +a_n}{n} geq sqgrt[n]{a_1dots a_n}$$
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bez uzycia Jensena, za to z uzyciem pochodnych. item Uzasadnié, ze dla $xin [0, pi/2]$
zachodzi $$xfrac{2}{pi} leq sin x leq x$$  item Liczby $x,y,z$ sg nieujemne i sumujg sie
do $pi/2$. Pokazag, ze $$1leq sin x + siny + sin z leq frac{pi}{2}$$ por. zadanie 1. z
Jensena. item Obliczy¢é maksimum funkgiji $x*{1/x}$ dla $xin [1, infty)$.  item Udowodnié,
ze dla wszystkich $nin mathbb{Z}_+$, $xgeq 0$ zachodzi $$e”x geq 1 + x + frac{x"2}{2} +
dots + frac{x"n}{n!}$$ emph{Na AM udowadnia sig, ze $e”x = lim_{n rightarrow infty} 1

+ X + x"2/2 + dots + x"n/n!$.} end{enumerate} paragraph{Zadania z Jensena}
begin{enumerate} item Liczby $x,y,z$ sg nieujemne i sumujg sie do $pi/’2$. Pokazaé, ze
$$sin x + siny + sin z leq frac{3}{2}$$ item Dla liczb dodatnich $a_1, dots, a_n$ pokazac
nierdwno$¢ miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczna;: $$frac{a_1 + dots
+a_n}{n} geq sqrt[n){a_1dots a_n}$$ end{enumerate} end{document}
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