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renewcommand{thethm}{} section{Mato zadan z matego twierdzenia Fermata}
paragraph{Teoria} begin{enumerate} item begin{thm}[Mate twierdzenie Fermata]

Jezeli $p$ jest liczbg pierwsza, zas $a$ jest liczbg catkowitg niepodzielng przez $p$, to
$$a*p-1} equiv 1 mod p.$$ end{thm} item begin{thm}[Mate twierdzenie
Fermata, rownowaznie] Jezeli $p$ jest liczbg pierwsza, zas $a$ jest liczbg catkowita, to

$$a”p equiv a mod p.$$ end{thm} emph{Wypadt tutaj warunek $pnot|a$.}
item begin{defn} Liczbe takich $ain left{ 1,2,dots,n right}$, ze $a$ jest
wzglednie pierwsze z $n$, oznaczam jako $phi(n)$. end{defn} emph{Uwaga:}
Zatézmy, ze $n=p_17a_ 1} cdot p_2"{a_2} dots p_kMa_k}$ jest rozktadem liczby $n$ na
czynniki pierwsze. Wtedy $$phi(n) = (p_1Ma_1}-p_1Ma_1-1}(p_2Ma 2} -p 2Ma_2 -
1})dots(p_n*a_n} - p_nMa_n - 1}).$$ Np. $phi(12) = phi(2*2cdot 3) = (22 - 2)(3-1) =
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4%. Faktycznie liczby wzglednie pierwsze z $12$ i nie wieksze od $12$ to liczby
$1,5,7,118.  item begin{thm}[Lagrange'] Niech $n$ bedzie liczbg naturalna, zas $a$
liczbg catkowitg wzglednie pierwszg z $n$ tj. SNWD(a,n)=1$. Wtedy

$$ar{phi(n)} equiv 1 mod n,$$ gdzie $phi(n)$ jest zdefiniowane jak wyze;.

end{thm} end{enumerate} paragraph{Dowody teorii} begin{enumerate} item Niech $p$
bedzie liczba pierwsza, zas $a$ bedzie liczbg niepodzielng przez $p$.

begin{enumerate} item Dowiedz, ze jezeli $k,lin mathbb{Z}$ s3 takie, ze

$$ka equiv la mod p$$ to $k equiv | mod p$. item Uzasadnij, ze

$${a mod p, 2amod p,dots, (p-1)a mod p} = {1,2,dots,p-1}$$ gdzie $xmod
p$ oznacza reszte z dzielenia $x$ przez $p$. item Pokaz, ze zachodzi

$$acdot 2acdot 3a cdot Idots cdot (p-1)a equiv (p-1)! mod p.$$ item
Udowodnij mate twierdzenie Fermata (w 1. wersji). item Udowodnij, ze obie wersje
matego twierdzenia Fermata sg rownowazne. end{enumerate} item
Rozszerz powyzszy dowod twierdzenia Fermata do dowodu twierdzenia Lagrange'a.

emph{Wskazowka: Jaki zbiér nalezy wzig¢ zamiast $left{ amod p, 2a mod
p,dots,(p-1)amod pright}$?}  item Uzasadnij, ze z twierdzenia Lagrange'a wynika mate
twierdzenie Fermata. end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item
Udowodnij, ze jezeli $n$ jest liczbg catkowita, to $$30 | n*5-n$$  item Niech $ngeq 1$

bedzie liczbg naturalna, za$ $x_1,x_2,dots,x_n$ liczbami catkowitymi, ktérych suma dzieli
sie przez $10$. Udowodnic, ze liczba $$x_175 + x_2"5 + dots + x_n"5%$$ jest
rowniez podzielna przez $10$. source{PTM 2009, kl. I}  item Wykazac, ze jezeli $x$ i

$y$ sg liczbami catkowitymi, to liczba $$xy"5 - x"5y$$ jest podzielna przez $30$.
source{PTM 2007, kl. I}  item Wykaza¢, ze jesli $p_1,p_2,dots,p_{56}$ sg liczbami

pierwszymi wiekszymi od $7$, to liczba $$p_176 + dots + p_{56}"63$ jest
podzielna przez $56$. source{PTM 2005, KI. 1} emph{Uwaga: Przy dowodzeniu
podzielnosci przez $8$ by¢ moze trzeba cos policzy¢é.} end{enumerate}
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