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defVarule{smash{vrule height7pt depth3pt}} defHrule #1{Squeezemultispan#1hrulefill}
defCompressMatrices{ifmmode defquad{hskip.5emrelax}fi}
defSqueeze{noalign{vskip-.5baselineskip}} defrk{operatorname {rank}} deflin{operatorname
{lin}} defdim{operatorname{dim}} defker{operatorname{ker}} defdet{operatorname{det}}
defim{operatorname{im}} defid{operatorname{id}} defRe{operatorname{Re}}
deflm{operatorname{lm}} defdist{operatorname{dist}} defAbs #1{leftvert #1rightvert} defNorm
#1{leftVert #1rightVert} defcc #1{overline{#1}} defip#1#2{langle #1,#2 rangle}
defdist{operatorname{dist}} defideal{lhd} deflideal{ k$. Wtedy $$1 = aM-kla*k =
aM-k}arl = aMI-k}$$ sprzeczno$¢ z definicjg $o(a)$. end{enumerate}
item begin{cor} Jezeli $a$ jest elementem grupy skonczonej $G$, to
$%o(a, G) | |G|$$ $$a7|G|} = 1 hbox{ w grupie G}$$ end{cor}
dowod begin{enumerate} item emph{Warto przypomnie¢ definicje
rzedu}. item Wystarczy uzasadni¢, ze $o(a, G) | |G|$, gdyz wtedy
$aM|G|} = (aMo(a)}){dots} = 1Mdots} = 1$ w grupie $G$. item
Podzbiér $$gen{a} = left{ 1,a,dots,a?{o(a)-1} right}$$ jest
podgrupa $G$, majaca $o(a)$ elementéw. Podzielno$¢ z tezy wniosku wyniknie
wprost z tw. Lagrange. end{enumerate} item
begin{cor}[Fermat] Jezeli $p$ jest liczbg pierwsza zas $a$ jest catkowite
dodatnie, to $$p | a’p - a$$ end{cor} dowod
Przypadek $p|a$ jest banalny. Mozna uzna¢, ze $a$ wzglednie pierwsze z $p$. Z
powyzszego wniosku otrzymujemy $p | aMp-1} - 1$, a stad teze. item
begin{cor}[Euler] Jezeli liczby naturalne $n, a$ sg wzglednie pierwsze, to
$$n | a?Mvarphi(n)} - 1$$ end{cor} dowod Zastosowanie
wniosku do grupy liczb z $left{ 1,2,dots, n right}$ wzglednie pierwszych z $n$ (trzeba
udowodni¢, ze tworzg one grupe!). $varphi(n)$ jest zdefiniowane wyze;. item
begin{cor}[Lemat o rzedzie (stabsza forma)] Jezeli $p$ jest liczbg pierwsza, zas
$a$ jest liczbg catkowitg wzglednie pierwszg z $p$ oraz $o(a, p)$ oznacza
rzad $a$ wzgledem $p$ (patrz koétko o rzedzie, definicja jest zgodna z
powyzsza) to $$o(a, p) | p-1$$ end{cor} dowod
Bezposrednie skorzystanie z wniosku dla grupy $left{ 1,2, dots, p-1 right}$ z
mnozeniem $mod p$. end{enumerate}  paragraph{Troche teorii z * (duzo * na tym kdtku
)} begin{enumerate} item begin{lem} Jezeli grupa $G$ jest
skonczona i przemienna, to dla dowolnych elementoéw $a, bin G$ w grupie $G$
istnieje element majacy rzad SNWW(o(a), o(b))$. end{lem}
dowod begin{enumerate} item Niech $a, cin G$, niech $d =
NWD(o(a),o(c))$. Element $c"d$ ma rzad $frac{o(c)}{d}$ (sprawdz to!),
wiec SNWD(o(c"d), o(a)) = 1$, SNWW/(o(c”d), o(a)) = NWW(o(a), o(c))$.\
Oznaczam $b:=c"d$. Udowodnie, ze element $ab$ ma szukany
rzad SNWW(o(a), o(b))$. item Na poczatek udowodnie, ze
$$gen{a} cap gen{b} = 1$$ Niech $gin gen{a} cap gen{b}$. Z wniosku z tw.
Lagrange $$o(g) | Igen{a}| = o(a)$$ $$o(g) | |gen{b}| = o(b)$$
a wiec $o(g) | NWD(o(a), o(b)) = 1$. Tym samym $g = g™ =
gMo(g)} = 1$.\ Oczywiscie $1in gen{a} cap gen{b}$ (dlaczego?).
item Niech dla zwieztosci $O = o(ab)$, wiec $(ab)*O = 1$. Skoro grupa jest
przemienna, to $$1 = (ab)*O = a"Ob"O$$ Popatrzmy na
element $a"0$. $a"Oin gen{a}$ oraz $a*O = (bNO}NM-1} = bM-O} in gen{b}$. A
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wiec $$a”Qin gen{a}capgen{b} hbox{ stad } a0 = 1 hbox{ wiec
} o(a) | O$$ Analogicznie $o(b) | O$, stad $SNWW(o(a), o(b)) |
0O$$ item Obliczam $$(ab){NWW(o(a),o(b))} =
aMNWW(o(a),o(b)}b"{NWW(o(a),o(b)} = 1ast 1 = 1$$ stad wynika $O = o(ab) |
NWW(o(a),o(b))$, co w potaczeniu z $SNWW(o(a), o(b)) | O$$
daje $O = NWW(o(a), o(b))$, czyli teze. end{enumerate} item
begin{thm}[Istnienie generatora] Jezeli $p$ jest liczbg pierwsza, to grupa
$$left{ 1,2,dots, p-1 right}$$ z mnozeniem $mod p$ jest grupa
generowang przez pewien element $g$, innymi stowy istnieje takie $g$, ze liczby
$left{ g,9"2,dots, g"{p-1} right}$ daja parami rézne reszty z dzielenia przez $p$.
end{thm} dowod begin{enumerate} item Grupa
$G:=left{ 1,2,dots,p-1 right}$ ma skonczenie wiele elementéw, wezmy element
$a$ najwiekszego rzedu $M$. Jezeli udowodnimy, ze $M = p-1$, to grupa
cykliczna $gen{a}$ bedzie miata $p-1$ elementdw, wiec bedzie réwna
grupie $G$. item Wezmy dowolny element $bin G$. Jezeli $o(b)
not| o(a)$, to z lematu istnieje takie $gin G$, ze $%0(g) = NWW(o(a), o(b)) >
o(a)$$ sprzeczno$¢ z okresleniem $a$ jako elementu o
najwiekszym rzedzie. Tak wiec $$hbox{ dla kazdego }bin G o(b) | o(a)=M$$
$$hbox{ dla kazdego }bin G b*M = 1.$$ item Chciatbym teraz
zdefiniowaé, co to jest wielomian o wspétczynnikach w $mathbb{Z} p := left{ 0,
1, dots, p-1 right}$. Niestety do tego potrzeba mi jeszcze troche
definicji.\ item begin{defn} Zbiér $F$ z dziataniami $+$ i $cdot$
taki, ze begin{enumerate} item $F$ jest grupg
przemienng ze wzgledu na dziatanie $+$. Bedziemy oznacza¢ dziatanie
tej grupy w konwencji dodawania, tj. element
neutralny oznaczymy $0$ itd. item $Fbackslashleft{ 0 right}$ jest grupa
przemienng ze wzgledu na $cdot$. item Zachodzg
prawa rozdzielnosci: $%a(b+c) = ab+ac$$
$$(b+c)a = ba+ca$$ end{enumerate} nazywamy
textbf{ciatem}. end{defn} Liczby rzeczywiste sg ciatem, liczby
wymierne sg ciatem. item begin{lem} Dla
dowolnej liczby pierwszej $p$ zbior $$mathbb{Z} p = left{ 0, 1, dots, p-1
right}$$ z dziataniami $+ mod p$ i $cdot mod p$ jest ciatem.
end{lem} dowod Udowodnilismy, ze $mathbb{Z} p$
z dziataniem $+$ jest grupa, oraz $mathbb{Z} pbackslashleft{ 0 right}$ z
dziataniem $cdot mod p$ jest grupa. Pozostaje przeliczy¢ prawa
rozdzielnosci (a raczej jedno z nich, bo w przypadku przemiennym one sg
rownowazne), czyli ““udowodnic", ze $$a(b+c) equiv ab + ac
mod p$$ co jest oczywiste. item Tak jak rozwazamy wielomiany o
wspétczynnikach w $mathbb{R}$ (niektérzy réwniez $mathbb{C}$), tak
samo mozemy rozwazy¢ wielomiany o wspétczynnikach z dowolnego
ciata, w szczegélnosci z $mathbb{Z} p$. item begin{thm}[B'ezout]

Jezeli wielomian $P(x)$ o wspéitczynnikach z ciata, spetnia rownos¢ $P(a) =
0% dla elementu ciata $a$, to $$P(x) = (x-a)Q(x)$$ dla
pewnego wielomianu $Q(x)$ o wspétczynnikach z ciata.
end{thm} dowod ldentyczny jak w klasycznym twierdzeniu.
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item begin{cor}[Langange] Wielomian $W(x)$ stopnia $n$ moze miec

CO najwyzej $n$ pierwiastkow, liczac z krotnosciami. end{cor}
dowod Jest to wniosek z tw. B ezout, dowod analogiczny jak
dla wielomianéw nad $mathbb{R}$. item textbf{Dokonczenie dowodu}
Przypominam: $G = left{ 1,2,dots, p-1 right}$ i $$hbox{ dla

kazdego }bin G b"M = 1.$$ Wielomian $W(x):=x"M -1$ o wspotczynnikach z
ciata $mathbb{Z} p$ ma pierwiastki $1, 2, dots, p-1$. Z tw.
Lagrange wynika, ze $$M =operatorname{deg} W(x) geq p-1$$
co byto do udowodnienia. end{enumerate} end{enumerate}  end{document}
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