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defsource#1{\Zrédto: #1} begin{document} section{Co Ty wiesz o kombinowaniu?}
author{Ola Baranowska} begin{enumerate} item W przestrzeni danych jest $6$ punktéw, z
ktérych zadne cztery nie lezg na jednej ptaszczyznie. Lgczac niektore z tych punktéw
narysowano $10$ odcinkow. Wykaz, ze w ten sposdb uzyskano co najmniej jeden
tréjkat. rozw Wybieramy punkt $A$, z ktérego wychodzi najwiecej narysowanych
odcinkéw. Pokazemy najpierw, ze z punktu $A$ wychodzg co najmniej $4$ odcinki.\
Przypusémy wiec, ze jest inaczej. Z kazdego punktu wychodzg zatem co najwyzej $3%
odcinki. Poniewaz mamy $6$ punktow, wiec tacznie mamy co najwyzej $6 cdot 3 = 18$
koncéw tych odcinkow, a wiec mamy co najwyzej $9$ narysowanych odcinkéw. To
jednak jest sprzeczne z zatozeniem.\ Z punktu $A$ wychodzg zatem co najmniej
$4$ odcinki: $AB, AC, ADhbox{ i JAES. Teraz zauwazamy, ze $6$ punktéw
mozna potaczyé¢ doktadnie $displaystyle{binom{6}{2} = 15}$ odcinkami. Zatem ws$réd
$6% odcinkow $$BC, BD, BE, CD, CE hbox{ i }DE$$ narysowano co najmniej jeden.
Konce tego odcinka wraz z punktem A sg wierzchotkami narysowanego tréjkata.  item
W turnieju uczestniczy $2n$ graczy; kazdych dwdch gra ze sobg co najwyzej raz.
Udowodnij, ze jesli nie istnieje trojka graczy, ktdrzy rozegrali ze sobg wszystkie trzy
mecze, to tgczna liczba rozegranych meczéw nie przekracza $n"2§$. rozw
Wybieramy gracza $A$, ktdéry rozegrat najwiecej gier. Niech $k$ bedzie liczbg gier
rozegranych przez gracza $A$ i niech $S$ bedzie zbiorem graczy, z ktorymi gracz $A$
grat.\ Niech $T$ bedzie zbiorem tych graczy, z ktérymi gracz $A$ nie grat.
Oczywiscie zbior $T$ ma $2n-k-1$ elementéw. Zauwazmy, ze gracze ze zbioru $S$ nie
grali ze soba. Gdyby bowiem gracze $B,C in S$ grali ze soba, to razem z graczem
$AS$ tworzyliby trojke graczy, ktorzy rozegrali ze sobg wszystkie trzy mecze.\ Zatem
w kazdym meczu musiat uczestniczyé gracz $A$ lub ktérys z graczy ze zbioru $T$. Kazdy
z tych graczy rozegrat jednak co najwyzej $k$ gier (gdyz $A$ wybralismy jako tego, kto
rozegrat najwiecej). Zatem liczba wszystkich gier jest nie wieksza od $k + (2n -k -
1)cdot k$ i pozostaje nam udowodni¢ nieréwnosé $$k + (2n - k - 1) cdot k leq n"2$$
rownowazng $$(2n - k) cdot k leq n"2$$ $$sqart{(2n - k) cdot k} leq frac{(2n - k) +
k}{2}$$ czyli nieréwnosci pomiedzy Srednimi.  item W kazdej z trzech szkét uczy sie $n$
uczniow. Kazdy uczen ma w pozostatych szkotach razem co najmniej $n + 1$ znajomych.
Udowodnij, ze z kazdej szkoty mozna wybraé po jednym uczniu tak, ze wszyscy
wybrani uczniowie sie znaja. rozw Wybieramy ucznia majgcego najwiekszg liczbe
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znajomych w jednej z pozostatych szkot. Przypusémy, ze tym uczniem jest uczen
$AS$ ze szkoty $S_18$. Zaktadamy, ze w szkole $S_2$ zna on $k$ ucznidw, przy
czym liczba $k$ jest wspomniang najwiekszg liczbg znajomych.\ Poniewaz uczen A
nie moze znaé $n + 1$ ucznidéw w szkole $S_2$ (ma ona $n$ ucznidw), wiec zna co
najmniej jednego ucznia w szkole $S_38$; niech tym uczniem bedzie $B$. Uczen $B$ zna
co najwyzej $k$ os6b w szkole $S_1$, a wiec zna co najmniej $n + 1 - k$ ucznidw w
szkole $S_2$. Gdyby znajomi uczniow $AS$ i $B$ w szkole $S_2% tworzyli dwa zbiory
roztaczne, to szkota $S_2$ miataby co najmniej $k+(n+1-k) = n+1$ ucznidw, co jest
sprzeczne z zatozeniem.\ Zatem w szkole $S_2$ istnieje uczen znajacy zaréwno
$AS jak i $BS; wraz z uczniami $A$ i $B$ tworzy on szukang trojke uczniow.  item W
konferenciji bierze udziat $2n$ osob. Kazdy uczestnik konferencji ma wsérdd pozostatych
uczestnikdédw co najmniej $n$ znajomych. Udowodnij, ze wszystkich uczestnikow
konferencji mozna zakwaterowac¢ w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy
uczestnik mieszkat ze swoim znajomym. source{XLV OM} rozw Wybieramy
najwiekszg liczbe roztgcznych par znajomych: $${a_1,b_1},{a_2,b 2}, dots, {a_m,
b_m}$$ Jesli $m = n$, to te pary kwaterujemy w oddzielnych pokojach. Niech wiec
$m < n$.\ Z maksymalnosci $m$ wynika, ze zadne dwie pozostate osoby nie znajg sie.
Wybieramy dwie z nich: $x$ i $y$. W kazdej parze ${a_i, b_i}$ zliczamy
znajomych $x$ i $y$. Jesli w kazdej parze osoby $x$ i $y$ znajg co najwyzej 2
osoby, to majg tacznie co najwyzej $2m < n+n$ znajomych, wbrew zatozeniu.\
Istnieje zatem para, w ktdrej znajg tacznie co najmniej $3$ osoby. Bez zmniejszenia
ogoélnosci mozemy zatozyé, ze osoba $x$ zna obie osoby $a_i$ i $b_i$, a osoba $y$ zna
osobe $a_i$. Zastepujac pare ${a_i, b_i}$ parami ${x, b_i}$ oraz ${y, a_i}$,
otrzymujemy $m + 1$ roztacznych par znajomych, wbrew wyborowi liczby $m$.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze $m = n$. end{enumerate} end{document}
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