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newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} defrozw{\ textbf{Rozwigzanie}:\} defcomm#1{
[[#1]]} defdeg{"{oplus}} title{Niezbyt formalny i niezbyt intuicyjny wstep do algebry
abstrakcyjnej} date{} maketitle begin{enumerate} item Nawiasami comm{} oznacza¢ bede
komentarze. item begin{defn} textbf{Grupa} z comm{jakim$ abstrakcyjnym} dziataniem
$oplus$ nazywamy zbior $G$ spetniajacy warunki begin{enumerate} item Dla wszystkich
$a,bin G$ jest $aoplus bin G$ item Dla wszystkich $a,b,cin G$ jest $(aoplus b)oplus ¢ =
aoplus(boplus ¢)$ comm{czyli kolejno$¢ nie ma znaczenia} item Istnieje specjalny element $ein
G8$, taki, ze $aoplus e = eoplus a = a$ dla wszystkich $ain G$ comm{element neutralny
dziatania $oplus$} Element ten jest jedyny. Element ten bede dalej oznaczaé przez $0_GS$.
item Dla kazdego $ain G$ istnieje odwrotno$¢ elementu $a$, czyli taki element $bin G$, ze
$aoplus b= boplus a =0_G$. comm{gdzie $0_G$ jest tym elementem neutralnym}. Ten element
oznacze przez $ominus a$. item Jezeli emph{dodatkowo} zachodzi dla wszystkich $a,bin G$
rownos$é $aoplus b = boplus a$, to grupe nazywamy textbf{przemienna} commf{tylko takimi sie
bedziemy zajmowac} end{enumerate}end{defn} Pare uwag: begin{itemize} item W grupie jest
dokfadnie jeden element neutralny: Niech $e,fin G$ bedg elementami neutralnymi. Wtedy $e =
ef = f$ comm{Pierwsza réwnos$¢ z okreslenia $f$, druga z okreslenia $e$}. item Dla kazdego
elementu $ain G$ istnieje w grupie $G$ doktadnie jeden element odwrotny do $a$: Niech
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$aoplus b = boplus a = 0_G$ i $aoplus ¢ = coplus a =0_G$ to $c = 0_Goplus ¢ = boplus aoplus
c = b oplus 0_G = b$. item Elementem odwrotnym do $0_G$ jest $0_G$. Ponadto $0_Goplus
0_G =0_G$. item Dalej bede dla uproszczenia pisaé $aominus b$ zamiast $aoplus (ominus
b)$. Oczywiscie jezeli $a,bin G$, to $ominus bin G$, wiec $aominus b = aoplus(ominus b)in G$.
end{itemize} item Przyktady grup przemiennych: begin{itemize} item Liczby catkowite z
dodawaniem - elementem neutralnym jest $0$, a elementem odwrotnym do liczby $a$ jest $-a$
bo $a+(-a) = 0% i $(-a) + a =0%. item Liczby wymierne bez $0$ z mnozeniem - elementem
neutralnym jest $13, a elementem odwrotnym do danej liczby jest $frac{1}{a}$. item Liczby
wymierne z dodawaniem. item Liczby rzeczywiste z dodawaniem. item Zbidr reszt z dzielenia
przez $n$ czyli zbioér ${0,1,2,cdots,n-1}$ tworzy grupe ze wzgledu na ,,dodawanie modulo $n$",
czyli na dziatanie $a + b mod n$. $0% jest elementem neutralnym, elementem przeciwnym do
$a$ jest element $n-a$, gdyz $a + (n-a) = n = 0 mod n$. Grupe te zwykle oznaczamy
$mathbb{Z} n"+$. item Jezeli $p$ jest liczbg textbf{pierwsza} to zbiér ${1,2,cdots,p-1}$ z
,,mnozeniem modulo $p$", czyli z dziataniem $a cdot b mod p$. $1$ jest elementem
neutralnym. Grupe te oznaczamy $mathbb{Z} p”*$.\ Aby wykazagé, ze istnieje odwrotnosé $ain
{1,2,cdots,p-1}$ wezmy zbiér liczb ${0a mod p,1a mod p,2a mod p,cdots,(p-1)amod p}$. Latwo
zauwazyc, ze $plka - la = (k-1)a$ tylko jesli $k=I$ (bo $a$ jest wzglednie pierwsze z $p$) a wiec
liczby ${0a mod p, 1a mod p,2a mod p,cdots,(p-1)amod p}$ dajg ré6zne reszty z dzielenia przez
$p$. Skoro reszt jest $p$ i tych liczb jest $p$, to ktéras z nich musi dawaé reszte $18$. Istnieje
wiec takie $bin {1,2,cdots,p-1}$, ze $ab = 1$. Liczba $b$ jest odwrotnoscig $a$. item Liczby
dodatnie, wzglednie pierwsze z $nin mathbb{N}$ i mniejsze od $n$ z dziataniem $a cdot b mod
n$. Dowodzimy podobnie jak w poprzednim przyktadzie, lecz trzeba udowodnié tez warunek a).
llos¢ elementdéw tej grupy, czyli ilos¢ liczb wzglednie pierwszych z $n$ i mniejszych od $n$
oznaczamy przez $phi(n)$. item commf{tylko na wszelki wypadek} Liczby zespolone z
dodawaniem i liczby zespolone bez $0$ z mnozeniem. item Liczby naturalne z dodawaniem
textbf{nie} sg grupa, gdyz nie istnieje np. taka liczba dodatnia $n$, ze $1+n=0$, czyli nie istnieje
odwrotnosé $1$. item Liczby catkowite bez $0$ z mnozeniem nie sg grupa - nie ma liczby
catkowitej $k$ takiej, ze $2k=1$, czyli nie ma odwrotnosci $2$. end{itemize} Przyktadem
grupy, ktéra jest nie przemienna sg macierze odwracalne $2times 2$ z mnozeniem macierzy.
comm{Podkreslam, takimi przyktadami nie bedziemy sie zajmowac}. item textbf{Pytanie}: po
co komplikowac sobie zycie, méwiac, ze ,,zwykte" liczby catkowite tworzg jakgstam grupe?\
Chodzi o to, ze jezeli udowodnimy jakies twierdzenie dla grup, to bedziemy je mieli
udowodnione dla wszystkich grup: bedzie to jakies$ twierdzenie dla liczb catkowitych, inne
twierdzenie dla macierzy itd. Twierdzenia te mogg wydawac sie bardzo rézne i trudne do
powigzania, jezeli nie bedziemy méwié o grupach. item begin{defn} Powiemy, ze $H$ jest
textbf{podgrupa} $G$, jezeli zbior $H$ jest zawarty w $G$: $Hsubseteq G$ i $H$ jest grupa ze
wzgledu na to samo dziatanie co $G$. end{defn} begin{lem}Do tego, zeby $Hsubseteq G$,
byto podgrupa, gdy wiemy, ze $G$ jest grupa, wystarczy $$a,bin Hrightarrow aoplus bin H
hbox{ i } ain Hrightarrow ominus ain H$$ end{lem} Faktycznie pierwszy i czwarty warunek
definicji jest spetniony z zatozenia, drugi warunek jest spetniony dla $G$, a wiec tym bardziej
dla $H$. Ponadto jezeli $ain H$ i $ominus ain H$, to z $a,bin Hrightarrow aoplus bin H$
otrzymuije, podstawiajgc $b=ominus a$, $0_G = a + ominus ain H$. A wiec kazda podgrupa
zawiera element neutralny grupy i jest on elementem neutralnym podgrupy!\ Ponadto jezeli
$G$ jest przemienna to i $H$ jest przemienna. item Pierwsze koty za ptoty, czyli pierwsze
twierdzenie w teorii grup. begin{thm}[Twierdzenie Lagrange] Jezeli $H$ jest podgrupa grupy
$G8$, ktéra ma skonczenie wiele elementéw, to $|H|$ dzieli $|G|$, gdzie $|X|$ oznacza ilosé
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elementéw zbioru $X$.end{thm} textbf{Dowdd}: Zdefiniujmy sobie relacje $sim$ pomiedzy
elementami grupy $G$: niech $asim b$ oznacza, ze $aominus bin H$ comm{z definicji $G$ dla
kazdych elementéw $a,bin G$ jest $aominus bin G$, ale wcale nie musi by¢ $aominus bin H$!}.
Relacja $sim$ spetnia warunki: begin{itemize} item $asim a$, gdyz $aominus a=0_Gin H$
item $asim brightarrow bsim a$. Jezeli $aominus bin H$, to z definicji grupy $ominus(aominus
b)in H$, a $ominus(aominus b) = b ominus a$, czyli $ b ominus ain H$, a wiec z definicji $sim$
jest $bsim a$. item $asim bwedge bsim crightarrow asim ¢$. Jezeli $aominus bin H$ i
$bominus cin H$, to $(aominus b)oplus (bominus c)in H$, a $(aominus b)oplus (bominus c) =
aominus c$, wiec $aominus cin H$, czyli $asim ¢$. end{itemize} Relacja $sim$ rozbija $G$ na
pewng ilos¢ podzbioréw, ktérych elementy pozostajg ze sobg w relacji np.\ Niech $G$ bedzie
grupa ${0,1,2,cdots,7}$ z dodawaniem modulo $8%, a $H={0,2,4,6}$ z tym samym dziataniem.
Witedy $H$ jest podgrupa $G$. Relacja okreslona wyzej rozbija $G$ na 2 zbiory: $${0,2,4,6}
hbox{ i} {1,3,5,7}$% Wracajac do przypadku ogoinego, niech relacja $sim$ rozbija $G$ na
podzbiory $A_1,A_2,cdots,A_m$, ktérych elementy pozostajg ze sobg w relacji $sim$.\ %
Zauwazmy, ze jednym z tych podzbioréw jest $H$. Faktycznie, jezeli wezmiemy dowolny
element $hin H$, to $hominus cin H$ implikuje $¢ = hominus (hominus c)in H$ i jezeli $h_1in
H$, to oczywiscie $hominus h_1in H$, wiec $hsim h_1$, czyli $h$ pozostaje w relaciji tylko i
wytacznie ze wszystkimi elementami $H$. Tak wiec pewien podzbiér $A_i$, zawierajacy $h$,
jest réwny $H$.\ Jezeli udowodnitbym, ze dowolny podzbiér $A_k$ ma tyle samo elementéw co
$H$, to z tego wynikatoby, ze $$|G| = |A_1|+|A_2|+cdots+|A_m| = |H| + |H| +cdots + [H| =
m|H|$$ czyli teza.\ Pozostaje udowodni¢, ze $|A_i| = |H|$ dla dowolnego $i$. Niech $ain A_i$.
Rozwazmy zbiér $$B = {aoplus h_1,aoplus h_2,aoplus h_3cdots,aoplus h_k}$$ gdzie
$h_1,h_2,cdots,h_k$ to textbf{wszystkie} elementy $H$. Zauwazmy, ze zbior $B$ ma $|H|$
elementow.\ Zauwazmy, ze $aominus (a oplus h_i) = h_iin H$, czyli element $a$ jest w relacji
$sim$ ze wszystkimi elementami zbioru $B$, a wiec $Bsubseteq A _i$, gdyz $A _i$ byt zbiorem
elementdéw bedacych w relacji $sim$ z $a$.\ Z drugiej strony, jezeli $asim b$ to $aominus bin
H$, czyli $aominus b = h$ (gdzie $hin H$), czyli $b = aominus h = aoplus (ominus h)$. Element
$ominus h$ nalezy do $H$, a wiec $b$ mozna zapisa¢ w postaci $aoplus hbox{ element z
}Hhbox{ }$, wiec $bin B$. $b$ byto wybrane dowolnie, wiec kazdy element pozostajacy w relaciji
$sim$ z $a$ nalezy do $B$! Stad wynika $A_isubseteq B$ a wczesniej byto $Bsubseteq A_i$
wiec $B = A_i$ i $|H| = |B| = |A_i|$. To konczy dowdd. item Zastosowania twierdzenia
Lagrange'a: begin{enumerate} item Niech $G$ bedzie skonczong grupg i $ain G$. Niech
$sigma(a)$ bedzie najmniejszg liczbg dodatnig, taka, ze $$underbrace{aoplus
aopluscdotsoplus a}_{sigma(a)}=0_G$$ comm{Taka liczba istnieje, dowdd korzysta z metody
szufladkowej Dirichleta} Mozna udowodni¢, ze ${0_G,a,a+a,cdots, underbrace{aoplus
aopluscdotsoplus a}_{sigma(a)-1}}$ to podgrupa $G$ i podgrupa ta ma $sigma(a)$ elementéw
comm{dla $k>I$ rownosé $underbrace{aoplus aoplus cdotsoplus a}_k = underbrace{aoplus
aoplus cdotsoplus a}_I$ implikuje $underbrace{aoplus aoplus cdotsoplus a} {k-I} = 0_G$, adla
$k,ly$, $gnot |r$ i $gnot |[s$ comm{Wynika z to rozktadu na czynniki pierwsze, chwila
zastanowienia jest potrzebna, zeby to zobaczy¢}. item Niech $$a'=underbrace{aoplus aoplus
cdotsoplus a}_{g"y}$$ $$b'=underbrace{boplus boplus cdotsoplus b} r$$

$$A":={0_{mathbb{Z} p"*},a',a'oplus a',cdots,underbrace{a'oplus a'oplus cdotsoplus
a'l_{sigma(a’)-1}}$$ $$B':={0_{mathbb{Z} p"*},b',b'oplus b',cdots,underbrace{b'oplus b'oplus
cdotsoplus b'}_{sigma(b')-1}}$$ Jest $|A’'| = sigma(a')=s$ i $|B'| = sigma(b')=g"x$ comm{rzad
$a'$ jest zwigzany z rzedem $a$, gdyz $a'$ jest ,,wielokrotnoscig” $a$}. item Niech $xin A'$ i
$xin B'$. Z twierdzenia Lagrange $sigma(x) | |A'|=s$ i $sigma(x) | |B'|=q"x$. Ale liczby $s,9"x$
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sg wzglednie pierwsze, wiec ich jedyny wspolny dzielnik to $1$. Stad $sigma(x)=1$, a wiec
$x=0_{mathbb{Z}_p"*}1$. Jedynym elementem wspdlnym $A'$ i $B'S$ jest wiec element
neutralny. item Rozwazmy element $a'oplus b'$.\ Jest

$$0_{mathbb{Z} p"*}=underbrace{a'oplus b'oplus a'oplus b'oplus cdotsoplus a'oplus

b} {sigma(a'b’)}$$ Wynika stad w szczegodlnosci, ze $$underbrace{b'oplus b'oplus cdotsoplus
b'} {sigma(a'b’)} = ominusunderbrace{a'oplus a'oplus cdotsoplus a'}_{sigma(a'b’)}in A$$
$$underbrace{b'oplus b'oplus cdotsoplus b’} {sigma(a'b’)}in B$$ wiec $underbrace{b'oplus
b'oplus cdotsoplus b'}_{sigma(a'b’)} = 0_{mathbb{Z} p"*}$ i $g*x=sigma(b’) | sigma(a'b’)$.
Analogicznie $s=sigma(a’) | sigma(a'b’)$, a skoro $s,q"x$ sa wzglednie pierwsze, to $$sg”x |
sigma(a'b")$$ Stad wynika, ze $sigma(a) < sq”x leq sigma(a'b’)$, czyli rzad $a'b'$ jest wiekszy
niz rzad $a$, wbrew okresleniu $a$. Sprzecznosé.\ Wiemy wiec, ze dla kazdego $bin
mathbb{Z} p"*$ jest $$sigma(b) | sigma(a)$$ item Rozwazmy wielomiany o
wspétczynnikach z $mathbb{Z} p"*$ na ktérych wszystkie dziatania wykonywane sg $mod p$.
Dla takich wielomianoéw dziata schemat Hornera i w zwigzku z tym dziata twierdzenie Bezout. W
szczegoblnosci, kazdy wielomian moze mieé najwyzej tyle pierwiatkéw, ile wynosi jego
stopien.comm{To sie moze wydaé podejrzane, ale dowdd jest dtugi i po prostu definiuje
ponownie schemat Hornera}\ Z poprzedniej cze$ci wiemy, ze wielomian $x*{n}-1$ gdzie
$n=sigma(a)$ byto zdefiniowane wyzej, ma jako pierwiastki wszystkie liczby z ${1,2,cdots,p-1}$,
gdyz dla kazdego elementu $bin {1,2,cdots,p-1}$ jest $$b*sigma(a)} - 1 = (b*sigma(b)}) "k -1=
17k -1 = 0 mod p$$ gdzie $k=frac{sigma(a)}{sigma(b)}$ jest liczbg catkowitg.\ Skoro tak, to
znaczy, ze stopien wielomianu $x*{n}-1$ jest niemniejszy niz $p-1$. Stopien ten jest rowny
$n=sigma(a)$, czyli $sigma(a)geq p-1$. Z tw. Lagrange $sigma(a) | p-1$, wiec $sigma(a)leq
p-1$. Ostatecznie $sigma(a)=p-1$ i $a$ jest szukanym generatorem. end{enumerate} item
To jest 1. cze$C skryptu. Podkredlam, ze skrypt ten jest niezbyt uzyteczny na poziomie
szkolnym i dlatego nie nalezy sie denerwowac, jezeli po paru przeczytaniach nadal mato sie
rozumie. Jezeli pojawig sie gtosy zachety, moze by¢ stworzona 2. cze$¢ skryptu o ciatach:
dowdd, ze ciato ma $p”n$ elementdw, przyktady ciat majgcych $p”2,p"3$ elementéw i inne.
end{enumerate} end{document}
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