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Zrodto zadan w texu.

documentclass[10pt[{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Do boju (na trudniejszym odcinku walk)}
maketitle begin{enumerate} item Wykazag, ze dla dowolnych liczb $a,b>0$ zachodzi
[a"3b+ab”3+2a"3+2b"3+2geq 2a"2b+2ab”2+a”2+b"2+2ab] item Na przyjeciu w krainie
Baranéw, Dyméwek, Kaczek, Konikéw i Matp jest $n$ dziewczat i $n$ cztopcdw. Kazda
dziewczyna lubi $r$ chtopcow, a kazdy chtopiec lubi $s$ dziewczat. Udowodnié, ze jezeli
$r+s>n$, to istnieje para, ktdra lubi sie nawzajem, a jezeli $r+sleq n$ to moze byé tak, ze kazde
uczucie jest nieodwzajemnione. item Znalez¢ wszystkie takie tréjki liczb catkowitych dodatnich
wiekszych od $1$ takich, ze kwadrat kazdej z nich pomniejszony o jeden jest podzielny przez
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kazda z pozostatych. item Odcinki $AD,BE,CF$ sg wysokosciami tréjkata ostrokgtnego $ABCS,
za$ $HS$ jest jego ortocentrum (puntem przeciecia wysokosci). Prosta przechodzgca przez $ES$ i
$rodek odcinka $CHS$ przecina odcinek $CD$ w punkcie $T$, zas odcinki $DF$ i $BH$
przecinajg sie w $S$. Udowodnij, ze $STperp AB$. end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.

documentclass[10pt]{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------mmmmmm o viuzz4pt %
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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Do boju (na trudniejszym odcinku walk)}
maketitle begin{enumerate} item Wykazag, ze dla dowolnych liczb $a,b>0$ zachodzi
[a"3b+ab”3+2a"3+2b"3+2geq 2a"2b+2ab”2+a"2+b"2+2ab] textbf{Rozwigzanie}: W tej
nierdwnosci skorzystamy ze $redniej wazonej (cho¢ tylko dla wag wymiernych). Sprébujmy
posktadaé z lewej strony prawg (nieréwnos$¢ nie ma jednego stopnia, wiec wiekszosé
nierébwnosci sie nie przyda).\ Wyraz $a”"2$ mozemy ztozy¢ tylko z tego, co nie ma $b$, z $a*3$
i $2%. Ze sredniej wazonej chcemy uzyskaé $a”2$, wazac $alpha a*3+(1-alpha)$. Mamy $alpha
a"3+(1-alpha)geq a*{3alpha}$. Bierzemy wiec $alpha=frac{2}{3}$ i uzyskujemy
[frac{2}{3}a"3+frac{1}{3}geq a"2] [frac{2}{3}b"3+frac{1}{3}geq b"2] Druga nieréwnosé
wytworzona jest analogicnie do pierwszej. ldzZmy dalej: chcemy teraz pozby¢ sie z lewej strony
$a”3b$ i $ab”3% (bo $a”3%, $b"3$ sg znacznie poreczniejsze), robigc z nich (z lekkich
dodatniem wody w postaci statej $1$), piekne danie $a*2b$. Mamy $alpha a*3b+beta
ab"3+(1-alpha+beta)geq a*{3alpha+beta}b”{3beta+alpha}$. Chcemy $3alpha+beta=2$,
$3alpha+beta=1$. Obliczamy $alpha=frac{5}{8}$, $beta=frac{1}{8}$, czyli:
[frac{5}{8}a"3b+frac{1}{8}ab"3+frac{1}{4}geq a"2b]
[frac{5}{8}ab"3+frac{1}{8}a"3b+frac{1}{4}geq ab”*2] Chcemy oczywiscie, majgc zamitowanie do
porzadku, upiec tyle samo $a”2b$, co $ab”2$. Na jedng porcje idzie nam $frac{6}{8}a"3b$ i
$frac{6}{8}ab”3$ oraz $frac{1}{2}$. Upieczemy wiec $frac{4}{3}$ porcii:
[frac{4}{3}(frac{5}{8}a"3b+frac{1}{8}ab"3+frac{1}{4})=
frac{5}{6}a"3b+frac{1}{6}ab"3+frac{1}{3}geq frac{4}{3}a"2b]
[frac{4}{3}(frac{5}{8}ab"3+frac{1}{8}a"3b+frac{1}{4})=
frac{5}{6}ab"3+frac{1}{6}a"3b+frac{1}{3}geq frac{4}{3}ab”2] Upichcilismy juz
$ar2,b"2 frac{4}{3}a"2b,frac{4}{3}ab”2$. Zostato nam do zrobienia
$frac{2}{3}a"2b,frac{2}{3}ab”2,2ab$, a z produktéw mamy
$frac{4}{3}a"3,frac{4}{3}b"3,frac{2}{3}$. Tutaj juz nie potrzeba az tak duzo talentu kulinarnego:
Mamy $frac{2}{3}a"3+frac{1}{3}b"3geq a"2b$, czyli [frac{4}{9}a"3+frac{2}{9}b"3geq
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frac{2}{3}a"2b] [frac{4}{9}b"3+frac{2}{9}a"3geq frac{2}{3}ab"2] Zostato
$(frac{4}{3}-frac{6}{9}=frac{2}{3})a"33, $frac{2}{3}b"3$, $frac{2}{3}$. Robimy z tego eintopf:
[2(frac{1}{3}a"3+frac{1}{3}b"3+frac{1}{3})geq 2a*{3frac{1}{3}}b"{3frac{1}{3}}=2ab] Koniec,
mozna siadac do stotu. item Na przyjeciu w krainie Baranow, Dymdwek, Kaczek, Konikdw i
Matp jest $n$ dziewczat i $n$ cztopcodw. Kazda dziewczyna lubi $r$ chtopcodw, a kazdy chtopiec
lubi $s$ dziewczat. Udowodnié, ze jezeli $r+s>n$, to istnieje para, ktéra lubi sie nawzajem, a
jezeli $r+sleq n$ to moze by¢ tak, ze kazde uczucie jest nieodwzajemnione.\
textbf{Rozwigzanie}: W rozwigzaniach tego testu dla grupy mtodszej. item Znalez¢ wszystkie
takie trojki liczb catkowitych dodatnich wiekszych od $1$ takich, ze kwadrat kazdej z nich
pomniejszony o jeden jest podzielny przez kazdg z pozostatych.\ textbf{Rozwigzanie}:
Nazwijmy 3 liczby z zadania przez $a,b,c$. Zauwazmy, ze $a,b,c$ sg parami wzglednie
pierwsze (tj. kazda para z tych liczb jest wzglednie pierwsza). Faktycznie, niech np. $d|a,b$.
Witedy, skoro $a|b”2-1$, to $d|b2-1$ i $d|b"2$, czyli $d|-1$, $d=13, dla pozostatych par
analogicznie.\ Skoro liczby sg wzglednie pierwsze, to np. $a|b”2-1$ i $c|b”2-1$ implikuje
$ac|b”2-1$. Mamy wiec: [ab|c"2-1,ac|b”2-1,bc|a?2-1] Niech, bez straty ogoélnosci, bo
podzielnosci sg cykliczne, $c=min(a,b,c)$. Mamy $ab|c’2-1$ i $ab,c"2-1>03, wiec $ableq
c"2-1$. Ale $ageq c$ i $bgeq c$, czyli $abgeq c'2>c"2-1$. Sprzecznosc dowodzi, ze takich
tréjek liczb nie ma. item Odcinki $AD,BE,CF$ sg wysokos$ciami tréjkata ostrokatnego $ABCS,
za$ $H$ jest jego ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci). Prosta przechodzaca przez $E$
i Srodek odcinka $CH$ przecina odcinek $CD$ w punkcie $T$, zas odcinki $DF$ i $BH$
przecinajg sie w $S$. Udowodnij, ze $STperp AB$.\ textbf{Rozwigzanie}: Nieco inne niz na
kotku, dzieki uproszczeniom Endrju.\ Wystarczy, ze pokazemy, ze $ST||CF$. Zrobimy to
uzywajac tw. Talesa.\ Oznaczmy $angle BAC=alpha$, $angle ACB=gamma$. Pamietamy (por.
mtodsze zadania), ze na $AEHF$, $CEHD$, $BFHD$ da sie opisaé okregi, oraz, ze $CEHS$ jest
prostokatny.\ Obliczamy $angle DFB=90"{circ}-angle DFH=90"{circ}-angle DBH=gamma$,
$angle SBF=90*{circ}-alpha$, $angle CEM=angle ECM=90"{circ}-alpha$. Stad, ze cechy
kat-kat-kat: [triangle CETsimeq triangle FBS] Stad wynika $frac{CT}{CE}=frac{FS}{BF}$. Dalej
$angle FDB=angle FHB=angle CHE=angle CDES$, stad [triangle CED simeq triangle FBD]
Stad $frac{CD}{CE}=frac{FD}{BF}$. Dzielac przez to stronami $frac{CT}{CE}=frac{FS}{BF}$
otrzymujemy $frac{CT}{CD}=frac{FS}{FD}$, czyli $1-frac{TD}{CD}=1-frac{SD}{FD}$, a wiec
[frac{TD}H{CD}=frac{SD}{FD}] To konczy dowéd. end{enumerate} end{document}
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