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&nbsp;
Zadania PDF.

&nbsp;
Rozwigzania PDF.

Zrodto zadan w texu.

documentclass[10pt[{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth
16cm textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------m-mmmmmmm viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ----------mmsmmmmm oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{To juz koniec...} author{Ostatnia seria
przygotowawcza} date{} maketitle begin{enumerate} item Niech $n,minmathbb{Z} +$ beda
takie, ze SNWW(m,n)+NWD(m,n)=m+n$. Udowodnij, ze jedna z tych liczb dzieli drugag. item
Dane s3 2 roztgczne zbiory $mathbb{A}$ i $mathbb{B}$, ktérych sumg jest $mathbb{Z} +$.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej $n$ istniejg takie liczby naturalne $a,b$ wieksze od
$n$, ze ${a,b,a+b}$ jest zawarte w $mathbb{A}$ lub zawarte w $mathbb{B}$. (Wskazbéwka:
Najpierw znajdz jakiekolwiek takie liczby :) item Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich
$a,b,c$ zachodzi [1+frac{3}{ab+bc+ca}geq frac{6}{a+b+c}]. item (*?) Dany jest trojkat SABCS,



images/preom4.pdf
images/preom4.pdf
images/preom4.pdf
images/preom4r.pdf
images/preom4r.pdf
images/preom4r.pdf

IV porcja na OM

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
niedziela, 07 lutego 2010 19:12 -

w ktorym $angle ACB=90"{circ}$. Niech $M$ bedzie srodkiem przeciwprostokatnej $AB$, $H$
spodkiem (punktem przeciecia z $AB$) wysokosci poprowadzonej z $C$, a $P$ punktem
wewnatrz trojkata, takim, ze $|AP|=|AC|$. Udowodni¢, ze $PMS$ jest dwusieczng (wewnetrzna)
kata $angle BPH$ wtedy i tylko wtedy, gdy $angle BAC=60"{circ}$. end{enumerate}
end{document}

Zrédlo rozwiazan w texu.

documentclass[10pt[{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Y% -----------m-mmmmmm viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ------------m-mmmmmm oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{To juz koniec...} author{Ostatnia seria
przygotowawcza} date{} maketitle begin{enumerate} item Niech $n,minmathbb{Z} +$ beda
takie, ze SNWW(m,n)+NWD(m,n)=m+n$. Udowodnij, ze jedna z tych liczb dzieli druga.\
textbf{Rozwigzanie}: Niech $ngeq m$ (wszystko jest symetryczne, wiec mozna to zatozyc). Jest
$NWW(m,n)=ncdot g$. Jezeli $qgeq 2%, to SNWW(m,n)geq 2ngeq n+m$, wiec
SNWW(m,n)+NWD(m,n)>m+n$. Stad $g=1%, co dowodzi, ze SNWW(n,m)=n$, a wiec $m|n$.
item Dane sg 2 roztgczne zbiory $mathbb{A}$ i $mathbb{B}$, ktérych suma jest
$mathbb{Z} +$. Udowodnic¢, ze dla kazdej liczby naturalnej $n$ istniejg takie liczby naturalne
$a,b$ wieksze od $n$, ze ${a,b,a+b}$ jest zawarte w $mathbb{A}$ lub zawarte w $mathbb{B}$.
(Wskazdwka: Najpierw znajdz jakiekolwiek takie liczby :)\ textbf{Rozwigzanie}: Znajdzmy
najpierw jakiekolwiek liczby spetniajace.\ Zatdzmy, ze $1inmathbb{A}$. Gdyby $2inmathbb{A}$,
to ${1,1,2}subset mathbb{A}$, wiec znalezlismy. Zat6zmy $2inmathbb{B}$. Gdyby
$4inmathbb{B}$, to ${2,2,4}subsetmathbb{B}$, wiec tez znalezlismy. Zatézmy $4inmathbb{A}$.
$1,4inmathbb{A}$, stad gdyby $5inmathbb{A}$, to ${1,4,5}subsetmathbb{A}$, stad
$5inmathbb{B}$.\ Gdyby $3inmathbb{A}$, to ${1,3,4}subsetmathbb{A}$.\ Gdyby
$3inmathbb{B}$, to ${2,3,5}subsetmathbb{B}$.\ Z powyzszego wynika, ze zawsze znajdziemy
taka trojke liczb.\ Rozwazmy zbiér liczb ${n+1,2(n+1),3(n+1),cdots}$. Cate poprzednie
rozumowanie przenosi sie na ten zbiér, wiec znajdziemy w nim liczby $a,b$ takie, ze
${a,b,a+b}$ zawarte jest w ktéryms z $mathbb{A},mathbb{B}$. Oczywiscie te liczby bedg
wieksze od $n$, bo wszystkie liczby z tego zbioru sg wieksze od $n$. item Udowodnij, ze dla
dowolnych liczb dodatnich $a,b,c$ zachodzi [1+frac{3}{ab+bc+ca}geq frac{6}{a+b+c}]
textbf{Rozwigzanie}: Mamy $sqrt{frac{a"2+b"2+c"2}{3}}geq frac{a+b+c}{3}$, stad po
przeksztatceniach dostajemy $a”2+b"2+c"2geq frac{1}{3}(a+b+c)"2$, a wiec [ab+bc+caleq
frac{1}{3}(a+b+c)"2] Mozna to rowniez udowodni¢ za pomocg ciggdw jedno-monotonicznych.\
Stad [1+frac{3}{ab+bc+ca}geq 1+ frac{9}{(a+b+c)*2}] Niech $x=frac{3}{a+b+c}$. Mamy do

2/3



IV porcja na OM

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
niedziela, 07 lutego 2010 19:12 -

udowodnienia nierownosé [1+ frac{9}{(a+b+c)*2}geq frac{6}{a+b+c}] czyli $1+x"2geq 2x$. Jest
ona rownowazna $(x-1)*2geq 0$. item (*?) Dany jest tréjkat SABCS$, w ktérym $angle
ACB=90"{circ}$. Niech $M$ bedzie srodkiem przeciwprostokatnej $AB$, $H$ spodkiem
(punktem przeciecia z $AB$) wysokosci poprowadzonej z $C$, a $P$ punktem wewnatrz
tréjkata, takim, ze $|AP|=|AC|$. Udowodni¢, ze $PM$ jest dwusieczng (wewnetrzng) kata
$angle BPH$ wtedy i tylko wtedy, gdy $angle BAC=60"{circ}$. end{enumerate} end{document}
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