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&nbsp;
Zadania PDF.

&nbsp;
Rozwigzania PDF.

Zrodto zadan w texu.

documentclass[10pt[{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------m-mmmmmmm viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ----------mmsmmmmm oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Zadanka do OMa 2., troche wiecej niz
ostatnio} date{} maketitle begin{enumerate} item Dany jest tréjkat ostrokgtny $ABC$. Niech
$0$ bedzie srodkiem okregu opisanego na $ABCS$, $M$ bedzie srodkiem ciezkosci $ABCS, zas
$H$ bedzie ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci) $ABCS$. Niech ponadto $D,E,F$ bedg
Srodkami bokéw $BC, CA, AB$ odpowiednio. begin{enumerate} item Udowodnij, ze $O$
pokrywa sie z ortocentrum tréjkata $DEF$. item Wykaz, ze $M$ pokrywa sie ze srodkiem
ciezkosci $DEF$. item Udowodnij, ze $rodek okregu opisanego na $DEF$ pokrywa sie ze
$rodkiem odcinka $OH$. Wskazowka: na przecieciu ktdrych prostych lezy ten srodek? item
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Powyzsze 3 podpunkty liczg sie jako 3 zadania. end{enumerate} item Wykazag, ze jezeli
$ABCDS jest prostokatem i $P$ lezy na okregu opisanym na $ABCDS$, to
$PAN2+PC"2=PB"2+PD"2$. item Znalez¢ wszystkie takie $ninmathbb{Z} +$, ze $5not|n$ i
$n"4 + 47n$ jest liczbg pierwsza. item Jest tylko 5 zadan, wiec obnizam prég na chatwe: trzeba
rozwigzac $3/5$, zeby jg dostaé. Powodzenia. Mam nadzieje, ze zadnego btedu nie ma, jak co$
zauwazycie, to od razu krzyczcie. end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.

documentclass[10pt]{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------mmmm oo viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ----------m oo oo oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Zadanka do OMa 2., troche wiecej niz
ostatnio} date{} maketitle begin{enumerate} item Dany jest tréjkat ostrokgtny $ABC$. Niech
$0O8$ bedzie srodkiem okregu opisanego na $ABCS$, $M$ bedzie srodkiem ciezkosci $ABCS, zas
$H$ bedzie ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci) $ABCS$. Niech ponadto $D,E,F$ bedg
Srodkami bokéw $BC, CA, AB$ odpowiednio. begin{enumerate} item Udowodnij, ze $O$
pokrywa sie z ortocentrum tréjkata $DEF$.\ textbf{Rozwigzanie}: Zauwazmy, ze mamy
$frac{AE}{AF}=frac{frac{1}{2}AB}{frac{1}{2}AC}=frac{AB}{AC}$, wiec z tw. Talesa $EF||BC$ (i
tak samo $DE||AB$ i $FD||ACS).\ Wiemy, ze $O$ lezy na przecieciu symetralnych bokoéw
$ABCS$. Wezmy symetralng boku $ABS. Przechodzi ona przez punkt $F$ i jest prostopadta do
$AB$, a wiec jest tez prostopadta do $DES, jest wiec wysokoscig w $DEF$ spuszczong z
wierzchotka $F$.\ Analogicznie pozostate symetralne sg wysokosciami $O$ lezy na przecieciu
wysokosci w $DEF$, wiec $O$ to ortocentrum $DEF$. item Wykaz, ze $M$ pokrywa sie ze
$rodkiem ciezkosci $DEF$.\ textbf{Rozwigzanie}: Oznaczmy jako $G$ punkt przeciecia
Srodkowej $ADS$ z SEFS$. Wiemy, ze $EF||BC$, stad $GE||DC$ i $GF||DBS$, wiec z tw. Talesa
[frac{GE}{DC}=frac{AE}{AC}=frac{1}{2}] [frac{GF}{DB}=frac{AF}{AB}=frac{1}{2}] Stad oraz z
faktu, ze $DB=DC$ mamy $frac{GE{GF}=frac{GE}{DC}frac{DB}{GF}=2cdotfrac{1}{2}=1$. $G$
jest wiec srodkiem $EF$, wiec srodkowa $GD$ pokrywa sie ze srodkowg $ADS, stad $M$
pokrywa sie z srodkiem ciezkosci $DEF$. item Udowodnij, ze srodek okregu opisanego na
$DEF$ pokrywa sie ze srodkiem odcinka $OH$. Wskazoéwka: na przecieciu ktérych prostych
lezy ten Srodek?\ textbf{Pierwszy sposdb}: Udowodnimy, ze symetralne w tréjkacie $DEF$
przechodzg przez $rodek odcinka $OHS$. A Scislej udowodnimy to, bez straty ogéinosci, dla
symetralnej boku $EF$.\ Niech $X$ oznacza rzut $A$ na $EF$ a $Y$ oznacza rzut $O$ na
$EF$. Wiemy, ze prosta prostopadta do $EF$ i przechodzaca przez srodek odcinka $XY$
przechodzi przez $rodek odcinka $OH$ (z Talesa). Chcieliby$my zatem, zeby $srodek odcinka
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$XY$ byt srodkiem $EF$ i to juz wystarcza, zeby udowodnié teze.\ Srodek odcinka $XY$ jest
Srodkiem $EF$ wtedy i tylko wtedy, gdy $XF=YE$. Zauwazmy, ze $AX||DY$ (obie sg
prostopadte do $EF$) i $DE||AF$. Stad (i z tego, ze punkty $E,F$ lezg po przeciwnych stronach
$AD$) mamy $angle XAF=angle EDY$. Ponadto $angle AXF=angle DYE=90$, wiec $triangle
AXFsim triangle DYE$ (cecha kkk) a ponadto $AF=DE=frac{1}{2}AB$, wiec $triangle AXFequiv
triangle DYES i $XF=YES$, co juz dowodzi tezy.\ textbf{Drugi sposéb}: Rozwazmy
jednoktadnosé $J$ o srodku w $M$ i skali $-frac{1}{2}$ (o jednoktadnosci bedzie na ktéryms$ z
najblizszych koétek). Wiemy, ze $rodkowe przecinajg sie w stosunku $2:1$, wiec mamy np.
$2DM=MAS$ i $D,A$ lezg po réznych stronach $M$, stad $J(A)=D$. Analogiczne $J(B)=E$ i
$J(C)=F$, wiec $J(ABC)=J(DEF)$.\ Ortocentrum tréjkata w jednoktadnosci przechodzi na
ortocentrum (bo wysokosci przechodzg na siebie), wiec $J(H)=0$, stad $O,M,H$ - wpsétliniowe
(leza na tzw. prostej Eulera) i $MH=2MO$. Srodki okregéw tez przechodza na siebie, wiec $O$
przechodzi na srodek okregu $DEF$. Ale z definicji jednoktadnos$ci $O$ przechodzi na punkt
$O7*$ lezacy na prostej $OMS, po innej stronie $M$ niz $O$ i taki, ze $MO=2MO**$. Mamy
$O0N*=2MO-MO**=MH-MO**=HO"*$, co dowodzi tezy. item Powyzsze 3 podpunkty liczg sie
jako 3 zadania.\ %textbf{Rozwigzanie}: Nie umiem :( end{enumerate} item Wykazag, ze
jezeli $ABCD$ jest prostokatem i $P$ lezy na okregu opisanym na $ABCD$, to
$PAN2+PC2=PB"2+PD"2$.\ textbf{Rozwigzanie}: Zauwazmy, ze $angle APC=angle
BPD=90$, wiec, z Pitagorasa $PA"2+PC"2=AC"2=BD"2=PB"2+PD"2$. Zatozenie, ze $P$
nalezy do okregu opisanego upraszcza sprawe, ale jest zbedne - teza zachodzi dla kazdego
$P$ na ptaszczyznie. item Znalez¢ wszystkie takie $ninmathbb{Z} +$, ze $5not|n$ i $n"4 +
4°n$ jest liczbg pierwsza.\ textbf{Rozwigzanie}: Jezeli $2|n$, to $2|n"4+4"n$ i $n"4+4"n>29,
wiec na pewno nie jest to liczba pierwsza. Niech $n=2k+1$ ($kinmathbb{Z}_+cup{0}$). Dla
$5n0t|n$ mamy $n”4equiv 1 (mod 5)$ (mozna policzy¢ 4 reszty albo z tw. Fermata) oraz
$4"n=16"kcdot 4equiv 1"kcdot4= 4 (mod 5)$, wiec $5|n*4+4"n$, a dla $n>1$ mamy
$4"n+n"4>5%, wiec dla $n>1$ nie otrzymamy liczby pierwszej. Dla $n=1$ faktycznie
otrzymujemy liczbe pierwszg $5%. item Jest tylko 5 zadan, wiec obnizam prég na chatwe:
trzeba rozwigzaé $3/5$, zeby jg dosta¢. Powodzenia. Mam nadzieje, ze zadnego btedu nie ma,
jak co$ zauwazycie, to od razu krzyczcie. end{enumerate} end{document}
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