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&nbsp;
Zadania PDF.

&nbsp;
Rozwigzania PDF.

Zrodto zadan w texu.

documentclass[10pt[{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth
16cm textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------m-mmmmmmm viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ----------mmsmmmmm oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Zadania do samodzielnego rozwigzania
spod hasta "Kombinowaé kazdy moze..."} date{} maketitle begin{enumerate} item
Kombinatoryki jeszcze w tym roku nie byto, najwyzej tyle co na obozie, ale do tych zadan nie
potrzebna jest teoria (moze oprocz najprostszej - Dirichleta, ktéry byt i prostych kolorowan,
ktore byty na obozie), bardziej tytutowa umiejetno$¢ kombinowania. item Wyznaczy¢ wszystkie
liczby pierwsze $p$, takie, ze $2p+1$ i $4p+1$ sg rowniez pierwsze. item Mamy prostokatng
szachownice $Ntimes M$, z wycietym polem $(a,b)$ (lewy dolny r6g ma wspétrzedne $(1,1)$, a
lewy gérny $(1,M)$). Udowodnié, ze jesli szachownice te (bez pola $(a,b)$) da sie pokryé
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prostokgtami $1times 2%, stawianymi poziomo lub pionowo, to $2|a+b$. item Dane sg liczby
$a_1 b_n$, wsrdd ktérych kazda z liczb $1,2,3,cdots,2n$ wystepuje doktadnie raz. Udowodnié,
ze$la 1-b 1| +]a_2-b 2| +cdots + |a_n-b_n|=n"2$. Wskazbéwka: przeanalizowaé¢ duzo
matych przypadkdéw. item Te zadanka nie sg zbyt proste, ani trudne, bioragc pod uwage, ze na
rozwigzanie jest tydzien. W miare mozliwosci poziom nastepnych serii (o ile beda), bedzie
wyréwnywany do poziomu rozwigzujgcych. end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.

documentclass[10pt]{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath} textwidth 16cm
textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep Opt
usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
Y%usepackage{MnSymbol} Yo -----------mmmm oo viuzz4pt %
Don't report over-full v-boxes if over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if
over-edge is small % THEOREMS ----------m oo oo oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} title{Zadania do samodzielnego rozwigzania
spod hasta "Kombinowaé kazdy moze..."} date{} maketitle begin{enumerate} item
Kombinatoryki jeszcze w tym roku nie byto, najwyzej tyle co na obozie, ale do tych zadan nie
potrzebna jest teoria (moze oprocz najprostszej - Dirichleta, ktéry byt i prostych kolorowan,
ktore byty na obozie), bardziej tytutowa umiejetno$¢ kombinowania. item Wyznaczy¢ wszystkie
liczby pierwsze $p$, takie, ze $2p+1$ i $4p+1$ sg rowniez pierwsze.\ textbf{Rozwigzanie}:
Rozwazmy reszty z dzielenia przez 3. Jezeli $pequiv 0 (mod 3)$, to oczywiscie $p=3$. Wtedy
tez $2p+1=7% i $4p+1=13% sg pierwsze, wiec mamy jedno rozwigzanie. Gdy $pequiv 1 (mod
3)$, to $3|2p+1$, wiec, skoro jest to liczba pierwsza, to musi byé $2p+1=33, $p=1% -
sprzecznos¢. Jezeli $pequiv 2 (mod 3)$, to $3|4p+1$, wiec $4p+1=39, czyli $p3,4p+1>3$, wiec
$p=3$. Liczba 3 spetnia warunki zadania.\ item Mamy prostokatng szachownice $Ntimes M$, z
wycietym polem $(a,b)$ (lewy dolny r6g ma wspétrzedne $(1,1)$, a lewy gorny $(1,M)$).
Udowodnié, ze jesli szachownice te (bez pola $(a,b)$) da sie pokry¢ prostokatami $1times 23,
stawianymi poziomo lub pionowo, to $2|a+b$.\ textbf{Rozwigzanie}: Zauwazmy, ze jezel
szachownice sa sie pokry¢ prostokatami, to musi byé $2|NM-1$, stad $N,M$ - nieparzyste,
$N=2n+1$, $M=2m+1$ ($n,minmathbb{Z}$, $n,mgeq 0%). Pokolorujmy pola $(x,y)$
szachownicy, ktére spetniajg warunek $2|x+y$ na czarno. Kazdy prostokat zajmuje jedno pole
biate i jedno czarne, skoro da sie pokry¢ prostokgtami, to pdl biatych i czarnych jest tyle samo.\
Zauwazmy, ze wszystkie rogi sg czarne. Pél czarnych jest $ncdot M+m+1$ (liczymy po 2
kolumny i ostatnia zostaje), a biatych $ncdot M+m$, czyli o jedno mniej. Stad pole czarne
musiato by¢ na poczatku usuniete, aby pokrycie byto mozliwe.\ Co ciekawe, odwrotne
twierdzenie jest réwniez prawdziwe: Da sie pokazac (konstruujac $mieszng spiralke), ze jezeli
tablica $Ntimes M$, gdzie $N,M$ - nieparzyste ma wyciete pole $(a,b)$, takie, ze $2|a+b$, to
da sie jg pokry¢ prostokatami $1times 2$ (stawianymi pionowo lub poziomo).\ item Dane sg
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liczby $a_1 b_n$, wsrdd ktérych kazda z liczb $1,2,3,cdots,2n$ wystepuje doktadnie raz.
Udowodnié¢, ze $la_1-b 1| +]|a_2-b 2|+ cdots + |a_n - b_n|=n"2$. Wskazbéwka:
przeanalizowa¢ duzo matych przypadkow.\ textbf{Rozwigzanie}: Zauwazmy, ze kazda liczba
wieksza niz $n$ jest w parze w wyrazeniu z zadania z liczbg niewiekszg niz $n$. Faktycznie
zatézmy, ze w $(b_n)$ jest $k$ liczb wiekszych od $n$, te liczby to oczywiscie
$b_1,b_2,cdots,b_k$, bo $(b_n)$ jest posortowany. Wiedy oczywiscie w $(a_n)$ jest $n-k$
liczb wiekszych od $n$ i sa to liczby $a_n,a_{n-1},cdots,a_{k+1}$. Widac¢, ze w zadnej parze nie
ma 2 liczb wiekszych od $n$.\ Z powyzszego rozumowania wnosimy, ze w kazdej parze jest 1
liczba wieksza od $n$ i jedna niewieksza od $n$. Poniewaz kazda liczba wieksza od $n$ jest
wieksza od kazdej liczby niewiekszej od $n$,tow $ja_1-b_1| +|a_2-b_2| + cdots + |a_n -
b_n|$ liczby wieksze od $n$ sg brane z plusem, a niewigksze z minusem (bo jezeli $a>b$, to
$|a-b|=a-b$), wiec $|]a_ 1-b 1| +]a 2-b 2| +cdots +|a_n -
b_n|=2n+(2n-1)+cdots+(n+1)-n-(n-1)-cdots-1=(2n-n)+((2n-1) -
(n-1))+cdots+((n+1)-1)=n+n+cdots+n=ncdot n=n"2$. item Te zadanka nie sg zbyt proste, ani
trudne, biorgc pod uwage, ze na rozwigzanie jest tydzien. W miare mozliwo$ci poziom
nastepnych serii (o ile beda), bedzie wyréwnywany do poziomu rozwigzujacych.
end{enumerate} end{document}
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