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> 2|CDJ$. item Dany jest rownolegtobok $ABCD$ oraz punkt $E$ nalezacy do boku $BC$.
Przez punkt $D$ prowadzimy prostg $k$ réwnolegta do $AES$. Na prostej $k$ obieramy takie
punkty $K,L$, ze czworokat SAEKLS jest rownolegtobokiem. Udowodnij, ze rownolegtoboki
$ABCDS$ i SAEKLS$ maja rowne pola. item Kazda z liczb $x_1,x_2,cdots, x_{101}$ jest réwna
$pm 1$. Wyznacz najmniejsza mozliwg warto$¢ wyrazenia
$$x_1x_2+x_2x_3+cdots+x_{100}x_{101}+x_{101}x_18$ item Dany jest kwadrat $ABCD$ o
boku $1$ oraz prosta $I$ przechodzaca przez jego $rodek. Niech $a,b,c,d$ oznaczajg
odlegtosci punktow $A,B,C,D$ od prostej $I$. Wykazaé, ze $a*2+b*2+c 2+d"2=1$. item
Wyznacz wszystkie takie pary $(a,b)$ liczb catkowitych dodatnich, ze liczba $a+b$ jest
pierwsza oraz liczba $a*3+b"3$ jest podzielna przez $3$. item Czy wierzchotki $20$-kata
foremnego mozna tak ponumerowacé liczbami $1,2,cdots,20$, aby uzy¢ wszystkich tych liczb
oraz aby dla kazdych czterech kolejnych wierzchotkéw suma ich numerdéw byta mniejsza od
$43%? item Liczby $a,b,c$ sg dodatnie. Wykaz, ze
$$frac{a}{a+1}+frac{b}{(a+1)(b+1)}+frac{c}{(a+1)(b+1)(c+1)} 2|CD|$. item Dany jest
rownolegtobok $ABCD$ oraz punkt $E$ nalezacy do boku $BC$. Przez punkt $D$ prowadzimy
prostg $k$ réwnolegta do SAES$. Na prostej $k$ obieramy takie punkty $K,L$, ze czworokat
$AEKLS jest rownolegtobokiem. Udowodnij, ze rownolegtoboki $ABCD$ i SAEKL$ majg réwne
pola. item Kazda z liczb $x_1,x_2,cdots, x_{101}$ jest réwna $pm 1$. Wyznacz najmniejszg
mozliwg wartosé wyrazenia $$x_1x_2+x_2x_3+cdots+x_{100}x_{101}+x_{101}x_1$$ item
Dany jest kwadrat $ABCD$ o boku $1$ oraz prosta $I$ przechodzaca przez jego $rodek. Niech
$a,b,c,d$ oznaczajg odlegtosci punktow $A,B,C,D$ od prostej $I$. Wykazagé, ze
$ar2+b"2+ch2+d"2=1$. rozw Mozemy tak zmieni¢ naweznictwo wierzchotkow, ze $I$ bedzie
przecinata bok $AB$ kwadratu $ABCD$ (by¢ moze w $AS$ lub w $B$) i wierzchotki $A,B,C,D$
beda posortowane przeciwnie do wskazowek zegara wzgledem Srodka kwadratu. Nie zmieni to
niczego w tezie.\ Jezeli prosta $I$ przechodzi przez wierzchotek kwadratu, to jej odlegtosci od 2
wierzchotkéw beda wynosi¢ $frac{sqrt{2}}{2}$, a od pozostatych dwoch $0$, wiec teza
zachodzi. Dalej zaktadamy, ze $I$ nie przechodzi przez zaden wierzchotek.\ Niech $A'$
oznacza rzut $A$ na $I$, a $B'$ rzut $BS$ na $I$ oraz niech $O$ oznacza srodek kwadratu
$ABCDS$, a $E$ srodek boku $ABS$. Skoro prosta $I$ nie przechodzi przez $A$ ani przez $BS,
to $A'neq A$ i $B'neq B$, wiec proste $AA',BB'$ sg okreslone poprawnie.\ Rozwazmy obrot
$O_E7-90deg}$ o $-90deg$ wokot $ES. Przenosi on $AS na $O$, a $O$ na $B$, przenosi on
wiec prostg $AA'$ na prosta do niej prostopadta i przechodzacg przez obraz punktu $A$:
$O_EN-90deg}(A)=0$%, a wiec przenosi on $AA'$ na $I$.\ Analogicznie stwierdzamy, ze obrét
ten przenosi $I$ na prostg prostopadtg do $I$ i przechodzaca przez $O_E*{-90deg}(O)$, a wiec
przenosi on $I$ na $BB'$. Stad wnosimy, ze przenosi on punkt przeciecia $AA'$ z $I$ na punkt
przeciecia $I$ z $BB'$, a wiec przenosi on $A'$ na $B'$: $O_E*-90deg}(A")=B'$\ Tym samym
jest $O_EN-90deg}(A)=0$ i $O_EN-90deg}(A")=B'$, a wiec $O_E-90deg}(AA")=0OB'$, wiec
$|AA'|=|OB'|$ i obliczamy $$|AA'|"2 + |BB'|"2 = |OB'|*2 + |BB'|"2 = |OB|"2 =
(frac{sqrt{2}}{2})"2=frac{1}{2}$$ Analogicznie $|CC'|"2+|DD'|"2 = frac{1}2}$, co daje teze.
item Wyznacz wszystkie takie pary $(a,b)$ liczb catkowitych dodatnich, ze liczba $a+b$ jest
pierwsza oraz liczba $a"3+b"3$ jest podzielna przez $3$. rozw textbf{Sposoéb 1.} Mate
twierdzenie Fermata orzeka, ze jesli $p$ jest liczbg pierwszg, to $$a”pequiv a mod p$$ dla
wszystkich $a$ catkowitych.\ Stosujac je do $p=3%$ otrzymujemy $a*3equiv a mod 33, a wiec
$a”3 + b3 equiv a+b mod 3$. Z tresci zadania $3|a*3+b"3$, a wiec $3|a+b$. Ale $a+b$ miato
by¢ pierwsze, wiec $a+b=3$, czyli $(a,b)=(1,2)$ lub $(a,b)=(2,1)$. Obie te pary spetniajg
warunki zadania.\ rozw textbf{Sposéb 2.} Zamiast udowadniaé tozsamos$¢ $a*3equiv a mod 3$
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korzystajac z matego twierdzenia Fermata, udowodnijmy jg wprost rozpatrujac wszystkie reszty
z dzielenia przez $3%: $$0"3 =0, 173 =1, 273 = 8 equiv 2 mod 3%$$ Dalsze rozumowanie jak
w sposobie textbf{1}.\ rozw textbf{Sposdb 3. (Marty)} Skorzystajmy ze wzoru skréconego
mnozenia: $$a”3 + b3 = (a+b)(a”2 - ab + b"2)$$ Jezeli $3| a+b $ to rozumujemy jak w
sposobie textbf{1}, jezeli nie, to z $3 | a3 + b"3$ wynika $3| a2 - ab + b"2$. Sprawdzamy 9
kombinaciji reszt z dzielenia przez $3$ i dochodzimy w kazdym wypadku do wniosku, ze jezeli
$3notja + b$, to $3 not | a*2 - ab + b"2$. item Czy wierzchotki $20$-kata foremnego mozna tak
ponumerowac liczbami $1,2,cdots,20$, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych
czterech kolejnych wierzchotkéw suma ich numerdéw byta mniejsza od $43%$? item Liczby
$a,b,c$ sg dodatnie. Wykaz, ze $$frac{a}{a+1}+frac{b}{(a+1)(b+1)}+frac{c}{(a+1)(b+1)(c+1)}0$,
przyjmuje wartosci z przedziatu $(0,1)$. Mozemy wiec oszacowac $frac{c}{c+1} 1000$. Stad
wynika, ze pewne 2 r6zne podzbiory majg rowne sumy. item ** Niech $M$ bedzie $10$
elementowym podzbiorem zbioru ${0,1,2,cdots,99}$. Dowies¢, ze zbiér $M$ zawiera $2%
roztgczne niepuste podzbiory o takiej samej sumie elementdw. %rozw %Poprzednie
rozumowanie zatamuje sie w tym przypadku, bowiem jednym z elementéw jest $0$. Odrzuémy
$0$. Wybieramy wiec $9%-elementowy (w najgorszym przypadku) zbiér z ${1,2,cdots,99}$.\
%Konwencjonalnym Dirichletem nie da sie tego zrobi¢, bo $2"9 < 99+98+cdots+91$.\ %Niech
$M={a_1,a_2,cdots,a 9}$i $a 1
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