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$-infty$.end{defn} item begin{thm} Niech $x_1,x_2,...,x_n,x_{n+1}$ beda parami rézne oraz
niech $y 1,...,y {n+1}$ beda rzeczywiste. Wtedy wsréd wielomianéw stopnia $n$ lub
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catkowite ($aneq b$), to $a-b|W(a)-W(b)$. end{thm} item begin{thm}[Bezout] Dla kazdego
$x_0% i kazdego wielomianu $W(x)$ zachodzi $W(x)=(x-x_0)P(x)+W(x_0)$, gdzie $P(x)$ jest
wielomianem, ktéry jest textbf{r6zny dla roznych $x_0$}. Ponadto jezeli $W(x)$ miato
wspétczynniki catkowite i $x_0$ jest catkowite, to $P(x)$ ma wspébtczynniki catkowite.end{thm}
item begin{useless} Wzory Viete chwilowo nie bedg nam potrzebne, wiec ich nie podaje
end{useless} end{enumerate} paragraph{Zadania.} begin{enumerate} item
Wielomian $P(x)$ o wspétczynnikach catkowitych spetnia $9|W(223)$ i $223|W(9)$. Jaka jest
reszta z dzielenia $W(232)$ przez $2007$7? (zrodto - Staszic) item Wykaz, ze dla dowolnego
wielomianu $W(x)$ majacego pierwiastek $x_0$ mozna znalez¢ takie $c$, ze dla kazdego $k$
jest $2°k|W(2"k-c)$. item Czy istnieje wielomian o wspotczynnikach catkowitych stopnia
wiekszego niz $1$ majacy wszystkie wartosci (dla argumentéw catkowitych) bedace liczbami
ztozonymi (czyli liczbami catkowitymi dodatnimi, nie bedacymi pierwszymi i nie bedgcymi
jedynka)? (zrédto - Staszic) item Czy istnieje wielomian o wspotczynnikach catkowitych
stopnia wiekszego niz $1$ majacy wszystkie wartosci (dla argumentoéw catkowitych) bedace
liczbami pierwszymi? (zrédto - Staszic) item Niech $P(x)$ bedzie wielomianem o
wspotczynnikach catkowitych. Wykazac, ze jezeli dla co najmniej 6 réznych liczb catkowitych
przyjmuje on wartos$¢ 2007, to $P(x)$ nie ma pierwiastkdw catkowitych. (zrodto - Staszic)

item Wielomian $P(x)$ o wspotczynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby $k=0,1,...,n$
spetnia rownos$¢ $P(k)=frac{k}{k+1}$. Obliczy¢ $P(n+1)$. (zrodto - Zwardon) item Niech
$P(x)$ i $Q(x)$ beda wielomianami $n$-tego stopnia i niech $x_1,...,x_{n+1}$ bedg parami
rozne. Dowiesé, ze jesli $P(x_i)=Q(x_i)$ dla $i=1,2,...,n+1$, to $P(x)equiv Q(x)$ (sg one
identyczne). (zrédto - dowod 2.)  item (*) Niech $F,G,H$ bedg wielomianami stopnia co
najwyzej $2n+13$ o wspoétczynnikach rzeczywistych, takimi, ze  begin{enumerate} item dla
wszystkich $xinmathbb{R}$ jest $F(x)leq G(x)leq H(x)$, item istniejg takie parami rézne
$x_1,....x_n$, ze $F(x_i)=H(x_i)$ dla $i=1,2,...,n$, item istnieje takie $x 0% rézne od
$x_1,...,x_n$, ze $F(x_0)+H(x_0)=2G(x_0)$. end{enumerate} Udowodni¢, ze $2G(x)equiv
F(x)+H(x)$. (zrodto - BW) end{enumerate} end{document}
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x"n$ (gdzie $a_nneq0$) nazywamy $n$ i oznaczamy to $deg W(x)=n$. Przyjmujemy, ze
stopien wielomianu $W(x)=0$ wynosi $-infty$.end{defn} item begin{thm} Niech
$x_1,x_2,....x_n,x_{n+1}$ bedg parami rézne oraz niech $y_1,...,y {n+1}$ bedg rzeczywiste.
Wtedy wsréd wielomiandw stopnia $n$ lub mniejszego istnieje doktadnie jeden wielomian
$W(x)$ spetniajacy SW(x_i)=y_i$ dla $i=1,2,....,n+1$.end{thm}  textbf{Dowdd}:\ Na
poczatek zauwazmy, ze wielomian  $$W(x) :=y_1 frac{(x - x_2)(x - x_3)dots (x -
X_{n+1})H(x_1-x_2)(x_1-x_3)dots (x_1-x_{n+1})} + y_2frac{(x - x_1)(x - x_3)dots (x -
X_{n+1HH(x_2-x_1)(x_2 - x_3) dots (x_2 - x_{n+1})} + dots $$  $$+ y_{n+1} frac{(x - x_1)(x -
x_2)dots (x - x_n)H{(x_{n+1} - x_1)(x_{n+1} - x_2) dots (x_{n+1} - x_n)}$$  spetnia warunki
twierdzenia (nazywany jest on emph{wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a}).\ Zat6zmy
teraz, ze istniejg $2$ wielomiany $W(x),V(x)$ spetniajace warunki zadania. Niech  $$P(x) :=
W(x) - V(x)$$ Chcemy udowodnié, ze $P(x)equiv 0$. Zachodzi  $$P(x_i) = 0 hbox{ dla }
i=1,2,dots,n+18$  wiec, z tw. Bezout, mamy  $$P(x) = Q(x)(x - x_1)(x - x_2) dots (x -
x_{n+1})$$ ale wielomian $P(x)$ ma stopien co najwyzej $n$, a wielomian $(x - x_1)(x - x_2)
dots (x - x_{n+1})$ ma stopien $n+1$, wiec $Q(x)equiv 0%, a stad wynika $P(x)equiv 0%, co
konczy dowdd. item begin{thm} Jezeli $W(x)$ ma wspébtczynniki catkowite i $a,b$ sg
catkowite ($aneq b$), to $a-b|W(a)-W(b)$. end{thm} item begin{thm}[Bezout] Dla kazdego
$x_0% i kazdego wielomianu $W(x)$ zachodzi $W(x)=(x-x_0)P(x)+W(x_0)$, gdzie $P(x)$ jest
wielomianem, ktéry jest textbf{r6zny dla roznych $x_0$}. Ponadto jezeli $W(x)$ miato
wspétczynniki catkowite i $x_0$ jest catkowite, to $P(x)$ ma wspébtczynniki catkowite.end{thm}
item begin{useless} Wzory Viete chwilowo nie bedg nam potrzebne, wiec ich nie podaje
end{useless} end{enumerate} paragraph{Zadania.} begin{enumerate} item
Wielomian $P(x)$ o wspétczynnikach catkowitych spetnia $9|W(223)$ i $223|W(9)$. Jaka jest
reszta z dzielenia $W(232)$ przez $2007$7? (zrodto - Staszic) rozw  Jest (patrz teoria)
$$232 - 223 | W(232) - W(223) hbox{ oraz } 9 | W(223) hbox{ stad } 9 | W(232) - W(223) +
W(223) = W(232)$$ $$232 - 9 | W(232) - W(9) hbox{ oraz } 9223| W(9) hbox{ stad } 223 |
W(232) - W(9) + W(9) = W(232)$$  Skoro $232,9% sg wzglednie pierwsze i $2007 = 223 cdot
9%, to stad juz wynika, ze $2007 | W(232)$, a wiec $W(232)$ daje reszte $0$. item Wykaz,
ze dla dowolnego wielomianu $W(x)$ majacego pierwiastek $x_0$ mozna znalez¢ takie $c$, ze
dla kazdego $k$ jest $2°k|W(2"k-c)$. rozw Mamy dla dowolnej liczby naturalnej $n$:

$$n | W(n + x_0) - W(x_0) = W(n + x_0)$$ W szczegdlnosci jezeli wezmiemy $c:= - x_0$, to
$n|W(n - ¢)$, a stad w jeszcze wiekszej szczegodlnosci $2°k | W(2"k - ¢)$. item Czy istnieje
wielomian o wspotczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz $1$ majacy wszystkie wartosci
(dla argumentdw catkowitych) bedace liczbami ztozonymi (czyli liczbami catkowitymi dodatnimi,
nie bedacymi pierwszymi i nie bedgcymi jedynka)? (zrédto - Staszic) rozw  Tak, przyktadem
takiego wielomianu jest wielomian $4(x"2 + 1)$. item Czy istnieje wielomian o
wspotczynnikach catkowitych stopnia wiekszego niz $1$ majacy wszystkie wartosci (dla
argumentow catkowitych) bedace liczbami pierwszymi? (zrédto - Staszic) rozw

Udowodnimy, ze taki wielomian nie istnieje.\  Zatézmy, ze wielomian $W(x)$ spetnia wtasnosc
z tre$ci zadania. Niech $p = W(0)$.  $$hbox{Mamy } kp | W(kp) - W(0) hbox{ dla wszystkich }
kinmathbb{Z}$$ $$hbox{wiec } p | W(kp) hbox{ dla wszystkich } kinmathbb{Z}$$ Ale
$W(kp)$ jest liczbg pierwsza, wiec jezeli jest ona podzielna przez $p > 19, to jest réwna $p$:
$$W(kp) = p hbox{ dla wszystkich } kinmathbb{Z}$$ Wielomian $W(x)$ przyjmuje w
nieskonczenie wielu punktach takg warto$¢ jak $V(x) = p$, wiec wielomiany te sg réwne.\
Bardziej formalnie: zat6zmy, ze $n = deg W$. Wielomian $W(x)$ jest jedynym wielomianem
stopnia $leq n$, ktory przyjmuje wartosé $p$ w punktach $0,p,2p,dots,np$. Ale $V(x) = p$ tez

3/4



Wielomiany

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
niedziela, 07 lutego 2010 17:06 - Poprawiony niedziela, 07 lutego 2010 17:39

jest takim wielomianem, wiec $W(x) = V(x) = p$.\ Wielomian $W$ jest wiec staly, co przeczy
zatozeniom zadania.\ Odpowiedz: Taki wielomian nie istnieje. item Niech $P(x)$ bedzie
wielomianem o wspétczynnikach catkowitych. Wykazac, ze jezeli dla co najmniej $6$ réznych
liczb catkowitych przyjmuje on warto$¢ $20078$, to $P(x)$ nie ma pierwiastkow catkowitych.
(zrédto - Staszic) rozw Rozwazmy wielomian  $$Q(x) = P(x) - 2007$$  Wielomian
$Q(x)$ ma, zgodnie z zatozeniami zadania, przynajmniej $6$ réznych pierwiastkow
$x_1,x_2,dots,x_69%, chcemy zas udowodnié, ze nie przyjmuje on wartosci $2007$.\ Zgodnie
z tw Bezout, jest  $$Q(x) = (x - x_1)(x - x_2)(x - x_3)(x - x_4)(x - x_5)(x - x_6)R(x)$$ gdzie
$R(x)$ ma wspédtczynniki catkowite.\  Rozktad na czynniki pierwsze $2007$ to $372 cdot
223$. Zatézmy, ze dla pewnego $X$ jest $Q(X) = 2007$. Wiedy  $$(X - x_1)(X - x_2)(X -
X_3)(X - x_4)(X-x_5)(X-x_6)|2007$$ Co najwyzej $1$ z tych czynnikédw moze sie dzieli¢
przez $223$ i co najwyzej $2$ moga sie dzieli¢ przez $3$. Az $3$ czynniki musza wiec byé
rowne $pm 18, co jest niemozliwe, gdyz czynniki sg parami rézne. Sprzecznos¢. item
Wielomian $P(x)$, stopnia co najwyzej $n>23, o wspdtczynnikach rzeczywistych dla dowolnej
liczby $k=0,1,...,n$ spetnia réwnosé $P(k)=frac{k}{k+1}$. Obliczy¢ $P(n+1)$. (zrédto - Zwardon)

rozw  Niech $Q(x) = P(x)cdot(x+1) - x$. Z zatozen zadania wynika, ze $deg Qleq n+1$ oraz,
ze $$Q(k) = 0 hbox{ dla} k = 0,1,2,dots,n$$ Jest wiec, z tw Bezout
$$Q(x)=x(x-1)(x-2)dots(x-n)R(x)$$ poniewaz $n+1 = deg x(x-1)(x-2)dots(x-n) geq deg Q$, to
$R(x)$ jest wielomianem statym. Ponadto $Q(-1) = P(-1)cdot 0 - (-1) = 1$, a stad obliczam
$SR(x) = frac{(-1)n+1}}{(n+1)}$$  $$Q(x)=frac{(-1)"{n+1}H(n+1)1} x(x-1)(x-2)dots(x-n)$$
Pozostaje policzy¢  $$Q(n+1) = (-1)Mn+1}$$  $$P(n+1)cdot(n+1) - n = (-1){n+1}$$
$$P(n+1) = frac{n+(-1)n+1}H{n+1}$$ item Niech $P(x)$ i $Q(x)$ bedag wielomianami
$n$-tego stopnia i niech $x_1,....x_{n+1}$ bedg parami r6zne. Dowies¢, ze jesli $P(x_i)=Q(x_i)$
dla $i=1,2,...,n+1$, to $P(x)equiv Q(x)$ (sa one identyczne). (zrédto - dowdd 2.)  rozw Dowod
powyzej (w teorii). item (*) Niech $F,G,H$ bedg wielomianami stopnia co najwyzej $2n+1$
0 wspotczynnikach rzeczywistych, takimi, ze  begin{enumerate} item dla wszystkich
$xinmathbb{R}$ jest $F(x)leq G(x)leq H(x)$, item istniejg takie parami rézne $x_1,....x_n$, ze
$F(x_i)=H(x_i)$ dla $i=1,2,...,n$, item istnieje takie $x_0$ rézne od $x_1,...,x_n$, ze
$F(x_0)+H(x_0)=2G(x_0)$. end{enumerate} Udowodni¢, ze $2G(x)equiv F(x)+H(x)$.
(zrédto - BW) rozw  begin{defn}Jezeli $W(x)$ jest podzielne przez $(x-a)"k$, ale nie jest
podzielne przez $(x-a) k+1}$, to méwimy, ze $a$ jest $k$-krotnym pierwiastkiem
$W(x)$.end{defn} begin{lem}Jezeli $W(x)$ jest stale nieujemny, to wszystkie jego pierwiastki
sg parzystej krotnoéci.end{lem} textbf{Dowdd lematu}: Korzysta z pojecia ciagtosci funkcji
wielomianowej.  rozw Rozwazmy wielomiany  $$W(x) := H(x) - G(x), V(x) := G(x) - F(x)$$
Sa one stale dodatnie, ponadto w punktach $x_1,x_2,dots,x_n$ przyjmujg wartos¢ $0$, wiec z
tw. Bezout i z lematu wynika:  $$W(x) = (x-x_1)"2 (x-x_2)"2 dots (x - x_n)"2 R(x)$$
wielomian $R(x)$ jest stopnia co najwyzej $(2n + 1) - 2cdot n = 1$. Ale gdyby $R$ byto stopnia
$19, to $W(x)$ miatby pierwiastek nieparzystej krotnosci, co jest niemozliwe. A wiec $R(x)$ jest
statg i $W(x)$ ma postaé  $$W(x) = alpha (x-x_1)"2 (x-x_2)"2 dots (x - x_n)"2$$
Analogicznie  $$V(x) = beta (x-x_1)"2 (x-x_2)"2 dots (x - x_n)"2$$ ponadto $W(x_0) =
V(x_0) neq 0%, a wiec $alpha = beta$ i $W(x) equiv V(x)$, czyli  $$H(x) - G(x) equiv G(x) -
F(x)hbox{ a wiec } 2G(x) equiv F(x) + H(x)$$ end{enumerate} end{document}
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