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&nbsp;
Zadania PDF.

&nbsp;
Rozwigzania PDF.

Zrodto zadan w texu.
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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin {document} title{Kétko 1.12 - teoria liczb} datef{}
maketitle paragraph{textbf{Teoria} - czyli kilka (nie)uzytecznych rad} begin{enumerate}
item Teoria liczb dotyczy textbf{catkowitych}. Wymiernych zwykle nalezy unikaé. item W co
pierwszym zadanku z teorii liczb trzeba uzy¢ modulo (reszt z dzielenia). Jak sie nie wie reszt z
dzielenia przez co uzyé, to najlepiej sprébowac po kolei $2,3,4...$. item Jak sie juz troche
rozwali zadanie z modulo, to mozna szacowac (uzyteczny do tego jest zwykle fakt: jezeli
$a,b>0% i $a$ dzieli $b$, to $a leq b$). item Jak sie ma rozwigzaé réwnanie w catkowitych
dodatnich (czyli znalez¢ wszystkie rozwigzania), to w $60%$ przypadkow wszystkie
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rozwigzania sg ponizej $10$, czyli mozna znalez¢ recznie wszystkie rozwigzania.  item
Zwykle niefajnie jest wykazywac, ze co$ jest rowne $1$, jeszcze niefajniej, ze cos$ jest réwne
$28%, a najfajniej jest wykazywac, ze cos jest rowne $0$ - $0$ jest jedyng liczbag podzielng przez
dowolng liczbe, jedynag liczba, ktéra jest podzielna przez $2”n$ dla dowolnego $n$ i tym
podobne bajery. item Jak sie ma pierwiastki i tym podobne Sswinstwa, to najlepiej upraszczag,
zeby tadnie wygladato.  item Najlepiej jest jednak nie zawsze stuchac rad, ale textbf{myslec}
co sie robi i co z tego moze wynikngé. Myslenie jest zwykle programem niestandardowym u
informatykow, wiec nalezy sobie doinstalowac. Rozwigzanie wielu zadanek z danej dziedziny
wybitnie zwieksza predkos¢ i jako$¢ myslenia. end{enumerate} paragraph{textbf{Teoria} -
czyli pare twierdzen} begin{enumerate} item Twierdzenie Fermata: jezeli $p$ jest pierwsze,
to $pla’p - a$ dla dowolnego $a$ catkowitego. item Eee, chyba na razie wiecej nie potrzeba :)

end{enumerate} paragraph{textbf{Zadania tatwe}} begin{enumerate} item Dla jakich $n$
liczba $1!+2!+cdots+n!$ jest rowna $x 2% dla $x$ catkowitego. item Rozwigzaé w liczbach
catkowitych rownanie $x"3 - y"3 = 91$. item Dane sg liczby naturalne $n, k$ wieksze od 1,
takie, ze liczba $p=2k-1$ jest pierwsza. Rozstrzygnag, czy jezeli $p|binom{n}{2}-binom{k}{2}$,
to $p”2|binom{n}{2}-binom{k}{2}$. item 6 liczb pierwszych jest szescioma kolejnymi wyrazami
rosngcego ciggu arytmetycznego. Udowodnié, ze rdznica tego ciggu jest nie mniejsza od 30.
end{enumerate} paragraph{textbf{Zadania trudniejsze} z kotka mat. V LO w Krakowie}
begin{enumerate} item Rozwigza¢ w liczbach catkowitych dodatnich réwnanie $y*2=x"3+16$.

item Udowodni¢, ze réwnanie $a*2 + b*2 = ¢"2 + 3$ posiada nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach catkowitych dodatnich. item Rozwigza¢ réwnanie $(x+y)(1+xy)=2"b$ w liczbach
catkowitych dodatnich $x, y, b$. item (Lepiej nie ruszaé, nie wiem na ile trudne) Niech $p$ -
pierwsza, taka, ze $2p+1$ réwniez pierwsza. Rozwigzac w liczbach catkowitych rownanie $xp
+2y"p+52z"p=0%. end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.
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dzielenia przez co uzyé, to najlepiej sprébowacé po kolei $2,3,4...$. item Jak sig juz troche
rozwali zadanie z modulo, to mozna szacowac (uzyteczny do tego jest zwykle fakt: jezeli
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$a,b>0% i $a$ dzieli $b$, to $a leq b$). item Jak sie ma rozwigzac réwnanie w catkowitych
dodatnich (czyli znalez¢ wszystkie rozwigzania), to w $60%$ przypadkéw wszystkie
rozwigzania sg ponizej $10$, czyli mozna znalez¢ recznie wszystkie rozwigzania.  item
Zwykle niefajnie jest wykazywac, ze co$ jest rowne $1$, jeszcze niefajniej, ze cos$ jest réwne
$28%, a najfajniej jest wykazywac, ze coc jest rowne $0$ - $0$ jest jedyng liczbg podzielng przez
dowolng liczba, jedynag liczba, ktéra jest podzielna przez $2”n$ dla dowolnego $n$ i tym
podobne bajery. item Jak sie ma pierwiastki i tym podobne Sswinstwa, to najlepiej upraszczag,
zeby tadnie wygladato.  item Najlepiej jest jednak nie zawsze stuchac rad, ale textbf{myslec}
co sie robi i co z tego moze wynikngé. Myslenie jest zwykle programem niestandardowym u
informatykow, wiec nalezy sobie doinstalowac. Rozwigzanie wielu zadanek z danej dziedziny
wybitnie zwieksza predkos¢ i jako$¢ myslenia. end{enumerate} paragraph{textbf{Teoria} -
czyli pare twierdzen} begin{enumerate} item Twierdzenie Fermata: jezeli $p$ jest pierwsze,
to $pla’p - a$ dla dowolnego $a$ catkowitego. item Eee, chyba na razie wiecej nie potrzeba :)
end{enumerate} paragraph{textbf{Zadania tatwe}} begin{enumerate} item Dla jakich $n$
istnieje taki $x$ catkowite, ze liczba $1!+2!+cdots+n!$ jest rowna $x*2$?\
textbf{Rozwigzanie}: Popatrzmy na reszty modulo 5. Wiemy, ze dla $mgeq5$ jest $nlequiv 0
(mod 5)8$, a $11+2!+3!+4lequiv 3 (mod 5)$, stad $1!+2!+cdots+nlequiv 3 (mod 5)$, dla $ngeq
5%. Mozemy tez, patrzac na reszty $012,112,2/2,3/2,4"2$ z dzielenia przez $5$ stwierdzi¢, ze
zaden kwadrat licby catkowitej nie daje reszty 3. Stad dla $ngeq 59 nie istnieje takie $x$.
Recznie sprawdzamy przypadki $1,2,3,4$ i stwierdzamy, ze $x$ spetniajgce warunki zadania
istnieje tylko dla $n=1$ lub $n=3%. item Rozwigzaé w liczbach catkowitych réwnanie $x"3 -
y"3 =918.\ textbf{Rozwigzanie}: Zauwazmy, ze $91=x"3 - y*3=(x-y)(x"2+xy+y"2)$. Mamy
wiec 8 mozliwosci: $$x-y=-91 wedge x"2+xy+y 2 = -1$$ $$x-y=-13 wedge x"2+xy+y"2 =-7$$
$Sx-y=-7 wedge x"2+xy+y 2 =-13$$ $$x-y=-1 wedge x"2+xy+y*2 =-91$$ $$x-y=1 wedge
X"24+xy+y 2 =918$ $$x-y=7 wedge x 2+xy+y 2 =13$$ $$x-y=13 wedge x"2+xy+y 2 =7$$
$$x-y=91 wedge x"2+xy+y"2 =1$$ Zauwazmy, ze skoro $x"3 - y*3=91 > 09, to $x - y >0%$ (bo
funckja $f(x)=x"3$ jest rosnaca), co pozwala nam wyeliminowac 4 pierwsze przypadki.
Pozostate 4 przypadki prowadzg, po podstawieniu $x$ lub $y$, do 4 réwnan kwadratowych, z
ktorych kazde daje rozwigzanie. item Dane sg liczby naturalne $n, k$ wieksze od 1, takie, ze
liczba $p=2k-1$ jest pierwsza. Rozstrzygnag, czy jezeli $p| binom{n}2} - binom{k}{2}$, to $p"2|
binom{n}{2} - binom{k}{2}$.\  textbf{Rozwigzanie}: Odpowiedz: textbf{tak}. Mamy
$$binom{n}{2} - binom{k}{2} = frac{(n-k)(n+k-1)}{2}=frac{(n-k)(n-k+p)}{2}$$. Skoro $p|
binom{n}{2} - binom{k}{2}$, to $p|n-k$ lub $p|n-k+p$. Ale liczby $n-k$ i $n-k+p$ dajg takie same
reszty z dzielenia przez $p$, to stad wynika, ze $p|n-k$ textbf{i} $p|n-k+p$, wiec
$p"2|(n-k)(n+k-1)$, a skoro $p$ jest nieparzyste, wiec wzglednie pierwsze z $2$, to $p”2|
frac{(n-k)(n+k-1) 2} = binom{n}2} - binom{k}{2}$. item 6 liczb pierwszych jest szescioma
kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu arytmetycznego. Udowodnié, ze réznica tego ciggu jest
nie mniejsza od 30.\ textbf{Rozwigzanie}: Oznaczmy jako $p$ pierwszy z tych 6 wyrazéw, a
jako $r$ réznice ciggu. Udowodnimy, ze $30|r$. To juz da nam teze, bowiem skoro ciag jest
rosnacy, to $r>0$, a najmniejsza liczbg wiekszg od 0 i podzielng przez 30 jest 30, czyli $rgeq
30%.\ Liczby pierwsze z zadania to $p$, $p+r$, $p+2r$, $p+3r$, $p+4r$, $p+5r$.
Wykorzystajmy fakt z zadania 3. z kétka nt. Dirichleta: begin{lem}  Niech $p$ bedzie liczbg
pierwszg i niech $pnot|a$. Wiedy zbiér ${0a,1a,2a,cdots,(p-1)a}$ zawiera te same liczby co
${0,1,cdots,p-1}$ (ogodlniej wystarczy, ze $a$ i $p$ sa wzglednie pierwsze, bez warunku, ze $p$
jest pierwsza). end{lem} Widzimy wiec, ze jezeli $2not|r$,to zbidr $0,r$ zawiera wszystkie
reszty z dzielenia przez $2$, czyli ktéras z liczb $p, p+r$ jest parzysta. Skoro $2$ jest
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njamniejszg iczbg pierwsza, to $p=2%. Ale wtedy liczba $p+2r=2(r+1)$ jest parzysta.
Sprzecznos$é. Stad wnosimy, ze $2|r$. W tym ciggu nie wystepuje wiec liczba $2$, bo skoro
$2|r$, to wtedy wszystkie liczby w ciggu bytyby parzyste (bo réznig sie one o wielokrotnosé
$r$).\  Analogicznie dowodzimy, ze $3|r$ (korzystajac z tego ze teraz najmniejszg mozliwg
liczbg pierwsza jest 3) i ze $5|r$. A stad $30|r$. end{enumerate} paragraph{textbf{Zadania
trudniejsze} z kétka mat. V LO w Krakowie} begin{enumerate} item Rozwigzaé w liczbach
catkowitych dodatnich rownanie $y*2=x"3+16$.\ textbf{Rozwigzanie}: Przeksztatémy
rownanie do postaci $x"3=(y-4)(y+4)$. Zauwazmy, ze najwickszy wspolny dzielnik liczb $y-49 i
$y+4$ jest tez dzielnikiem liczby $(y+4)-(y-4)=8%. Rozwazmy 2 przypadki:  begin{enumerate}
item SNWD(y-4,y+4)=1$.  begin{lem}  Niech $x"3 = ab$ ($x,a,binmathbb{Z}$) i niech
$NWD(a,b)=1$. Wtedy $a=y"3$ i $b=t"3% dla pewnych $y,i$ catkowitych. end{lem}
textbf{Dowdd lematu}: Rozktad na czynniki pierwsze. $x"3=p_173a_1}p_2"{3a_2}cdots
p_n{3a_n}$, gdzie $p_1$ to rézen liczby pierwsze a $a_i$ sg catkowite. Skoro $a,b$ sg
wzglednie pierwsze, to nie ma takiego $p_i$, ze $p_ija$ i $p_i|b$. Ale mamy $ab=x"3$, czyli
$p_iMN3a_i}|ab$, wiec $i$ $$forall_{1leqileq n} p_i*{3a_i}|a vee p_i*3a_i}|b$$. Stad $a$ i $b$
sg postaci np. $a=p_17{3a_1}p_3*{3a_3}cdots p_{n-1}*{3a_{n-1}}=(p_1"a_1}p_3"{a_3}cdots
p_{n-1}Ma_{n-1}})"3% i $b=p_2"{3a_2}cdots p_n*3a_n}=(p_2"{a_2}cdots p_n"{a_n})"3$, czyli
sg one szes$cianami.\ $ $\Stosujac lemat do liczb $y-4$ i $y+4$ dostajemy, ze $y-4=a"3% i
$y+4=b"3$, stad $b"3=y+4=(y-4)+8=a"3+8%, wiec $v"3 = a"3 + 2"3$.\ Zauwazmy, ze jezeli
$b geq 39, to $b"3 = (b-1)"3 + 3b"2 - 3b + 1 geq (b-1)"3 +9b - 3b + 1 = 6b + 1geq (b-1)"3 + 19
geq a3 + 19 > a’3 + 8%, wiec musi by¢ $b -3$ i recznie obliczamy przypadki $-2,-1,0,1,29,
ktére dajg nam rozwigzania $(a,b)$ réwne $(-2, 0)$ lub $(0,2)$, co prowadzi do rozwigzan
$(x,y)$ rowne $(0,-4)$ i $(0,4)$. item $2|y$. Wiedy $y=2y'$ ($y'inmathbb{Z}$):
$4y'"2=x"3+16$. Widzimy, ze $2|x$. Niech $x=2x'$, gdzie $x'inmathbb{Z}$: $4y'"2 = 8x'"3 +
16$. Skracajac: $$ y'*2 = 2x'3 + 4$$  Skoro prawa strona jest parzysta, to $2|y'$. Niech
$y'=2y"$ ($y"inmathbb{Z}$). Podstawiajgc: $2y" 2= x'"3 + 2$. Stad mamy $2|x'$ i $x'=2x"$
($x"inmathbb{Z}$), a po podstawieniu i skréceniu $3y" 2 = 4x""3 + 1$$. Stad widzimy, ze
$2not|y"$, wiec $y"=2k+1$ ($kinmathbb{Z}$): $4k"2 + 4k + 1 = 4"x"3 + 1§, czyli $k"2 + k =
x""3% a po zwinieciu $$k(k+1)=x""3$$. Liczby $k$ i $k+1$ sg oczywiscie wzglednie pierwsze
(jako kolejne liczby catkowite - ich NWD dzieli réwniez $k+1 - k =1$), wiec z poprzedniego
popdpunktu wiemy, ze $k$ i $k+1$ sg szescianami liczb catkowitych. Ale takie pary szescianéw
liczb catkowitych sa tylko dwie $0,1$ i $-1,0$ (szacujemy podobnie jak w réwnaniu $b"3 = a*3 +
8%). Stad $k=0% lub $k=-13, wiec $y=4$ lub $y=-4%, co prowadzi do rozwigzan $(0,4)$ i $(0,-4)$
($x$ wyliczamy z réwnania poczatkowego), a po uwzglednieniu $x,y>0$, do braku rozwigzan :)
end{enumerate} item Udowodnié, ze réwnanie $a*2 + b2 = c*2 + 3% posiada
nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.\  textbf{Rozwigzanie}: Jezeli
mamy udowodni¢, ze cos posiada nieskonczenie wiele rozwigzan w $mathbb{Z}$, to zwykle
najprosciej jest skonstruowacé te rozwigzania (np. w zaleznosci od parametru, zeby wyszto
nieskorczenie duzo).\  Zeby zrozumieé, jak nalezy konstruowaé, dobrze jest najpierw znalezé
troche przyktaddw rozwigzan (cho¢ czasami o wiele lepiej jest patrze¢ tylko na niektére
rozwigzania). Ale podstawianie $a=1,2,3% nie daje rozwigzan. Hm, moze Yogi znowu sie
pomylit i powinno by¢ "nie ma rozwigzan"? Sprébujmy wzig¢ jakies modulo. Do kwadratow
niegtupio idzie modulo 8 - dajg one reszty tylko $0,1,4$, lub modulo 4 - reszty $0,1$.\ Wezmy
to rownanie modulo 4. Lewa strona moze dawac reszty $0+0=0,0 + 1 =1, 1 + 1 =28, a prawa
$0 + 3 =3, 1 + 3 =0%. Aha, wiec zeby dziatato, to lewa i prawa dajg reszte 0, wiec $a,b$ sg
parzyste, a $c$ jest nieparzyste. To pozwala znalez¢ pierwsze rozwigzania $(a,b,c)$ réwne
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$(4,6,7)$i$(6,16,17)$.\ Co jest widoczne w tych rozwigzaniach? $c = b+1$. Oczywiscie!
Jezeli podstawimy $b = c-1$ do réwnania, to pozbywamy sie jednego parametru, ale mamy
$ar2 + (c-1)"2 = c"2 + 3%, skad po skréceniu dostajemy $a’2 = 2(c+1)$. Jasne, musi byé $2|a$,
czyli $a=2k$ i wtedy $4k"2 = 2(c+1)$, wiec $2k"2 = c + 1$ i $c = 2k"2 - 1$. Jakiekolwiek $k$
catkowite wezmiemy, dostaniemy rozwigzanie $(2k, 2k*2 - 2, 2k"2 - 1)$. Na wszelki wypadek
sprawdzmy - $(2k)"2 + (2k"2 - 2)"2=4k"2 + 4k"4 - 8k"2 + 4 = 4k"4 - 4k"2 + 4 = (4k"4 - 4k"2
+1)+3 = (2k"2 - 1)"2 + 3%. Zgadza sie!\ Najlepsze jest to, ze w rozwigzaniu wystarczy
napisaé, ze dla dowolnego $kinmathbb{Z}$ tréjka $(2k, 2k 2 - 2, 2k"2 - 1)$ spetnia to réwnanie
(i sprawdzic¢ to, jak powyzej) oraz przeszacowag, ze jezeli $k geq 2%, to te liczby sg dodatnie
(mamy znalez¢ rozwigzania dodatnie). Cate powyzsze rozumowanie jest napisane tylko
pogladowo, zeby byto wiadomo skad sie wzigt wynik, ale na OMie nie potrzeba akurat tego
pisaé. item Rozwigzaé rownanie $(x+y)(1+xy)=2"b$ w liczbach catkowitych dodatnich $x, v,
b$.\ textbf{Rozwigzanie}: Jezeli w rownaniu zamienimy $x,y$ miejscami, to nic sie nie zmieni.
Moéwimy, ze réwnanie jest textbf{symetryczne ze wzgledu na $x,y$}. Mozemy wiec zatozy¢
$xleq y$ (jezeli jest inaczej, to zamieniamy miejscami).\  Musi by¢ $x+y=2"a$ i $1+xy=2"b$
dla pewnych $a,binmathbb{Z}$, $a,b,geq0$. Jezeli $x=19, to musi by¢ $y=2"{frac{b}{2}}-189,
wiec $2|b$ i rownania sg spetnione dla wszystkich $b$ parzystych. W dalszej czesci bedziemy
zaktadaé, ze $x,ygeq2$ (i tym samym $a,bgeq2$). Ponadto, jezeli $a=b$, to $x+y=1+xy$, czyli
$(x-1)(y-1)=0%, wiec $x=1$ lub $y=1$, czyli nie musimy rozwazac tego przypadku.\

Zauwazmy, ze skoro $1+xy = 2"b$, to $2|1 + xy$, czyli $2not|xy$, czyli $2not|x wedge 2not|y$,
wiec mozemy wzigé $x=2k+1, y=2I+1$, gdzie $k,linmathbb{Z}$. Podstawiajgc: $$2k + 2| + 1
=2"a$$ $$1 +4kl+2k+21+1=2"b$$ Pierwsze réwnanie po podzieleniu przez $2$ ma
postaé $k + | + 1 = 27a-1}3$. Skoro $a geq 29, to $2|2"{a-1}$, wiec $2|k + | + 1$. To oznacza, ze
doktadnie jedna sposréd liczb $k,I$ jest parzysta. Skoro powyzsze réwnania sg symetryczne ze
wzgledu na $k,I$, to mozemy zatozyé, ze $2|k$ i $2not|I$.\ Mamy $2 b =1 + 4kl + 2k + 2| +
1 = 4kl + (2k +2I + 2)=4kl + 2"a$, czyli $4kl = 2"b - 2"a$, wiec $kl = 2M{b-2} - 2 {a-2}$
(pamietajmy, ze $a,bgeq 2%, wiec wcigz to jest catkowite oraz $aneq b$, wiec jest to niezerowe,
tak naprawde dodatnie). Dalej $kl = 2*{b-2} - 2Ma - 2} = 2a-2}(2"b-a} - 1)$, czyli $2"{a-2}|kI$,
a skoro $2not|l$, to $$27{a-2}|k$$ (kluczowy moment), czyli $k = q cdot 2*{a-2}$. Ale $k + | + 1
= 2 M {a-1}$, czyli $k < 2 cdot 27{a-2}$. Stad $g=1%$ i $$k = 2" {a-2}$$.\  Stad $I=2"{a-2}-1$ (z
pierwszego réwnania) oraz $l = 2*{b-a} - 1$ (z drugiego réwnania), czyli $b = 2a - 2$.
Otrzymali$my wiec 2 ciggi rozwigzan: $(k,l) = (2{a-2} , 2"{a-2} - 1)$ oraz (pamietajmy o
symetrycznoséci) $(k,l)=(2"{a-2}-1, 2"{a-2})$. Wracajac do oznaczen $x,y$ te ciggi przechodzg
na rozwigzania $(x,y) = (2Ma-1}-1, 2Ma-2}+1)$ oraz $(x,y)=(2Ma-1}+1, 2Ma-1}-1)$.\
Odpowiedz: Wszystkie rozwigzania tego rownania to:  $$x=1, y=2"k-1, b = 2k$$  $$x=2"k-1,
y=1,b =2k$$ P$Ex=2"k-1, y=2"k+1, b=3k+1$$  $$x=2"k+1, y=2"k-1, b=3k+1$$ dla
$kinmathbb{Z}$, $kgeq 1$ (dodatnie!). item (Lepiej nie ruszaé, nie wiem na ile trudne)
Niech $p$ - pierwsza, taka, ze $2p+1$ rowniez pierwsza. Rozwigzac w liczbach catkowitych
rownanie $x"p + 2 y"p + 5z"p = 0$. textbf{Rozwigzanie}: Kiedy indziej :) end{enumerate}
end{document}

5/5



