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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} defrozw{textbf{Rozwigzanie}:\} title{13. kébtko -
Srodek masy w geometrii} date{} maketitle paragraph{Teoria} begin{enumerate} item
Zatézmy, ze mamy na ptaszczyznie uktad $U$ punktow $A_1,A 2,cdots,A_n$ i wprowadzony
uktad wspétrzednych. W kazdym punkcie $A_i=(x_i,y_i)$ tego uktadu zawieszamy pewng mase
$m(A_i)$ (by¢ moze ujemna). Mozemy zdefiniowaé textbf{Srodek masy} uktadu $U$ jako punkt
[M=(frac{m(A_1)x_1+m(A_2)x_2+cdots+m(A_n)x_n{m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)},
fracim(A_1)y_1+m(A_2)y_2+cdots+m(A_n)y_nH{m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)})] [hbox{z
masg } m(M)=m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)] (o ile suma mas nie wynosi 0).\ Troche prosciej
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mowigc, dla tych, ktérzy lubig wektory, Srodek masy jest zdefiniowany przez
[vec{OM}=frac{m(A_1)vec{OA_1}+cdots+m(A_n)vec{OA_n}}{m(A_1)+cdots+m(A_n)}] gdzie
$08$ to srodek uktadu wspétrzednych (otrzymamy ten sam $rodek masy dla dowolnego
punktu).\ Pro$ciej méwigc bedzie to ,,fizyczny" Srodek masy.\ item Przyktady:

begin{itemize} item Srodkiem masy uktadu 2 punktéw o wadze 1 w kazdym punkcie jest
$rodek odcinka taczacego te punkty. item Srodkiem masy uktadu 2 punktéw $A, B$, takich, ze
$m(A)=1,m(B)=2$ jest punkt lezacy na $frac{2}{3}$ odcinka $ABS$, blizej $B$. item Srodkiem
masy uktadu 2 réznych punktéw $A, B$, takich, ze $m(A)=1,m(B)=-2% jest punkt $M$, lezacy na
prostej $ABS$, taki, ze $B$ jest érodkiem odcinka $AMS$.  item Srodka masy uktadu 2 réznych
punktow $A,B$, takich, ze $m(A)=1,m(B)=-1$ nie mozna sensownie zdefiniowac - w
mianowniku dostajemy zero. Fizycznie takiego uktadu takze nie da sie zbalansowaé. Mozna
przyjac, ze Srodek ten lezy ,,w nieskonczonosci". end{itemize} item Wtasnosci srodka masy:
begin{enumerate} item Nie zalezy on od wyboru uktadu wspétrzednych, item Jezeli Srodkiem
masy uktadu punktéw $A,B$ (z masami $m(A),m(B)$) jest punkt $X$, to Srodkiem masy uktadu
$A,B,C$ jest srodek masy uktadu $X,C$, gdzie $m(X)=m(A)+m(B)$. Innymi stowy, aby obliczy¢
Srodek masy pewnego uktady punktéw mozemy liczy¢ po kolei srodki mas uktaddéw 2 punktdw.
item Jezeli mamy 2 r6zne punkty $A,B$ z masami $m(A),m(B)$, to sSrodek $M$ masy tych
punktow, jezeli istnieje, czyli gdy $m(A)+m(B)neq0$, lezy na prostej $AB$, ponadto gdy masy
sg dodatnie, to lezy on na odcinku $ABS$ i spetnia zaleznos¢ $|MB|m(B)=|MA|m(A)$. item
begin{thm}[Twierdzenie o przegrupowywaniu mas] Srodek masy systemu punktéw nie zmieni
sie, jezeli zastgpimy cze$¢ punktéw jednym punktem bedacym Srodkiem masy zastgpionych
punktow i majgcy mase réwng sumie mas zastgpionych punktdéw (o ile Srodek masy
zastapionych punktow istnieje).end{thm} end{enumerate} item Zwykle uzywamy srodka masy
w zadaniach, gdzie jest duzo dziwnych punktéw przeciecia, ale nie ma nic o katach i nie ma
okregdw. Zadania takie majg teze np. udowodnij, ze $AD,BE,CF$ przecinajg sie w jednym
punkcie. Wtedy tak dobieramy masy w pewnych punktach z zadania, zeby moc udowodnic, ze
$rodek masy lezy na prostej $AD$, na prostej $BES$ i na prostej $CF$ (przez odp.
przegrupowanie mas) i tym samym proste te przecinajg sie w jednym punkcie (w srodku masy).
end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item Udowodnij, ze w trojkacie
$triangle ABC$ srodkowe przecinajg sie w jednym punkcie i ze punkt ten pokrywa sie ze
$rodkiem masy uktadu 3 punktéw $A B,C$ z wagami $m(A)=m(B)=m(C)=13. item Niech
$D,E,F$ oznaczajg punkty stycznosci okregu wpisanego w $triangle ABC$ do bokow
$BC,CA,AB$ odpowiednio. Udowodnij, ze proste $AD,BE,CF$ przecinajg sie w jednym punkcie.
item Niech $A,B,C,D$ bedzie réwnolegtobokiem. Dobraé tak masy umieszczone w punktach
$A,B,C$, zeby srodek ciezkosci tych trzech punktéw wypadt w punkcie $D$. item Niech
$ABCDS$ bedzie wypuklym czworokatem i niech $K,L,M,N$ bedg srodkami bokéw
$AB,BC,CD,DAS odpowiednio. Udowodnij, ze $KM$ i $LN$ potowig sie, wiec SKLMNS jest
rownolegtobokiem i ze Srodek tego rownolegtoboku pokrywa sie ze srodkiem odcinka tgczacego
$rodki przekatnych. item Twierdzenie Cevy: Punkty $X,Y,Z$ lezg na bokach $BC,CA,AB$
tréjkata $ABC$ odpowiednio. Udowodnié, ze proste $AX,BY,CZ$ majag punkt wspolny wtedy i
tylko wtedy, gdy [frac{AZ}{BZ}cdotfrac{BX}{CX}cdotfrac{CY}{AY}=1] item Udowodni¢, ze w
tréjkacie $triangle ABC$ dwusieczne przecinajg sie w jednym punkcie. item * Punkty $K$ i $L$
lezg odpowiednio na bokach $BC$ i $CD$ rownolegtoboku $ABCDS$, przy czym $BK=DLS$.
Odcinki $DK$ i $BL$ przecinajg sie w punkcie $P$. Dowiesé, ze prosta $APS jest dwusieczng
kata $BAD$ (zrodto - staszic). %IMO 1999 item ** Na ptaszczyznie mamy dany skornczony
zbior r6znych punktéw $A_1,cdots,A_n$, ktory spetnia wiasnosé: jezeli wezmiemy dowolne 2
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rézne punkty $A_i,A_j$ z tego zbioru i skonstruujemy symetralng $I$ odcinka $A iA j$, to
mamy ${S(A_1),S(A_2),cdots,S(A_n)}={A_1,A_2,cdots,A_n}$, gdzie $S(X)$ oznacza odbicie
punktu $X$ w symetrii wzgledem $I$, czyli zbiér $S$ nie zmienia sie w symetrii wzgledem $I$.
Udowodni¢, ze $A_1,cdots,A_n$ sg wierzchotkami $n$-kata foremnego. end{enumerate}
paragraph{Zadania jubileuszowe} begin{enumerate} item Wokét okragtego stotu siedzi $13$
ufoli. Poczatkowo jeden z ufoli ma $13$ czarnych dziur. W jednym ruchu kazdy ufol, ktory
posiada co najmniej 2 czarne dziury, moze wzigé 2 ze swoich czarnych dziur i podarowaé po
jednej czarnej dziurze kazdemu ufolowi siedzigcemu obok. Powiedz ufolom, czy moze doj$¢ do
sytuaciji, gdy po pewnej liczbie ruchéw kazdy ufol ma po jednej czarnej dziurze. item
Udowodnij, ze jezeli posadzimy wsrod ufoli Marte i damy jej $13+1$ czarnych dziur, nie zdota
ona rozdzieli¢ tak czarnych dziur, zeby kazdy ufol miat po jednej i jedna zostata Marcie,
stosujac algorytm opisany w powyzszym zadaniu, gdzie Marte traktujemy jako ufola. item
Mamy $13$ oséb z klasy $3b$. Niektdre z nich kolegujg ze sobg. Jezeli $A$ uwaza $B$ za
kolege, to $B$ uwaza $AS$ za kolege. Jest jednak wyjatek: Kozik uwaza za kolegdéw wszystkich,
niezaleznie od tego, czy oni uwazajg go za kolege. Czy moze sie zdarzy¢, ze kazdy uwaza, ze
ma inng liczbe kolegdéw? end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.
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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} defrozw{\ textbf{Rozwigzanie}: \} title{13. kétko -
Srodek masy w geometrii} date{} maketitle paragraph{Teoria} begin{enumerate} item
Zatbzmy, ze mamy na ptaszczyznie uktad $U$ punktéw $A_1,A 2 cdots,A n$ i wprowadzony
uktad wspétrzednych. W kazdym punkcie $A_i=(x_i,y_i)$ tego uktadu zawieszamy pewng mase
$m(A_i)$ (by¢ moze ujemng). Mozemy zdefiniowac textbf{srodek masy} uktadu $U$ jako punkt
[M=(frac{m(A_1)x_1+m(A_2)x_2+cdots+m(A_n)x_n}{m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)},
fracim(A_1)y_1+m(A_2)y_2+cdots+m(A_n)y_n}{{m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)})] [hbox{z
masg } m(M)=m(A_1)+m(A_2)+cdots+m(A_n)] (o ile suma mas nie wynosi 0).\ Troche proSciej
mowigc, dla tych, ktérzy lubig wektory, Srodek masy jest zdefiniowany przez
[vec{OM}=frac{m(A_1)vec{OA_1}+cdots+m(A_n)vec{OA_n}}{m(A_1)+cdots+m(A_n)}] gdzie
$0O8$ to srodek uktadu wspétrzednych (otrzymamy ten sam $rodek masy dla dowolnego
punktu).\ Prosciej méwigc bedzie to ,,fizyczny" Srodek masy.\ item Przyktady:
begin{itemize}  item Srodkiem masy uktadu 2 punktéw o wadze 1 w kazdym punkcie jest
$rodek odcinka taczacego te punkty. item Srodkiem masy uktadu 2 punktéw $A, B$, takich, ze
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$m(A)=1,m(B)=2$ jest punkt lezacy na $frac{2}{3}$ odcinka $ABS$, blizej $B$. item Srodkiem
masy uktadu 2 réznych punktéw $A, B$, takich, ze $m(A)=1,m(B)=-2% jest punkt $M$, lezacy na
prostej $AB$, taki, ze $B$ jest érodkiem odcinka $AMS$.  item Srodka masy uktadu 2 réznych
punktow $A,B$, takich, ze $m(A)=1,m(B)=-1$ nie mozna sensownie zdefiniowac - w
mianowniku dostajemy zero. Fizycznie takiego uktadu takze nie da sie zbalansowaé. Mozna
przyjac, ze Srodek ten lezy ,,w nieskonczonosci". end{itemize} item Wtasnosci srodka masy:
begin{enumerate} item Nie zalezy on od wyboru uktadu wspétrzednych, item Jezeli Srodkiem
masy uktadu punktéw $A,B$ (z masami $m(A),m(B)$) jest punkt $X$, to Srodkiem masy uktadu
$A,B,C$ jest srodek masy uktadu $X,C$, gdzie $m(X)=m(A)+m(B)$. Innymi stowy, aby obliczy¢
Srodek masy pewnego uktady punktéw mozemy liczy¢ po kolei srodki mas uktaddéw 2 punktdw.
item Jezeli mamy 2 r6zne punkty $A,B$ z masami $m(A),m(B)$, to sSrodek $M$ masy tych
punktow, jezeli istnieje, czyli gdy $m(A)+m(B)neq0$, lezy na prostej $AB$, ponadto gdy masy
sg dodatnie, to lezy on na odcinku $ABS$ i spetnia zaleznos¢ $|MB|m(B)=|MA|m(A)$. item
begin{thm}[Twierdzenie o przegrupowywaniu mas] Srodek masy systemu punktéw nie zmieni
sie, jezeli zastgpimy cze$¢ punktdw jednym punktem bedacym Srodkiem masy zastgpionych
punktow i majgcy mase réwng sumie mas zastgpionych punktdéw (o ile Srodek masy
zastapionych punktow istnieje).end{thm} end{enumerate} item Zwykle uzywamy srodka masy
w zadaniach, gdzie jest duzo dziwnych punktéw przeciecia, ale nie ma nic o katach i nie ma
okregdw. Zadania takie majg teze np. udowodnij, ze $AD,BE,CF$ przecinajg sie w jednym
punkcie. Wtedy tak dobieramy masy w pewnych punktach z zadania, zeby moc udowodnic, ze
Srodek masy lezy na prostej $AD$, na prostej $BE$ i na prostej $CF$ (przez odp.
przegrupowanie mas) i tym samym proste te przecinajg sie w jednym punkcie (w srodku masy).
end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item Udowodnij, ze w trojkacie
$triangle ABC$ srodkowe przecinajg sie w jednym punkcie i ze punkt ten pokrywa sie ze
$rodkiem masy uktadu 3 punktéw $A.B,C$ z wagami $m(A)=m(B)=m(C)=1$. rozw Mozemy
przegrupowaé masy nastepujaco: dwie wagi $1$ umieszczone w $A$ i $B$ textbf{zamieniamy}
na wage $2% umieszczong w $rodku ciezkosci uktadu $A,B$, czyli w sSrodku $M$ odcinka $ABS.
Z twierdzenia o przegrupowywaniu mas, $rodek uktadu $A,B,C$ lezy tam, gdzie $rodek uktadu
punktow $D,C$, czyli gdzie$ na odcinku $CD$. Stad srodek masy lezy na srodkowej $CD$.
Analogicznie mozemy, zaczynajac od wyjSciowego ukfadu, najpierw zamini¢c masy umieszczone
w punktach $A,C$ albo masy umieszczone w $B,C$, udowadniajac, ze $rodek ciezkosci lezy na
wszystkich 3 srodkowych, wiec muszg sie one przecina¢ w jednym punkcie.\ Jako bonus
udowodnilismy tez, ze srodkowe przecinajg sie w stosunku $2:1$. item Niech $D,E,F$
oznaczajg punkty stycznosci okregu wpisanego w $triangle ABC$ do bokéw $BC,CA,AB$
odpowiednio. Udowodnij, ze proste $AD,BE,CF$ przecinajg sie w jednym punkcie. rozw
Wiemy, ze dwie styczne do okregu z danego punktu majg rowne dtugoséci: [a=AE=AF,
b=BF=BD, c=CE=CD] Chcemy rozmiesci¢ tak masy, zeby srodek ciezkoéci uktadu lezat na 3
prostych $AD,BE,CF$ i tym samym proste te przecinaty sie w jednym punkcie. Sensowne
wydaje sie ustawienie mas tylko w $A,B,C$.\ Zeby érodek masy lezat na $CF$, to $rodek masy
$A,B$ musi byé w $F$, wiec musi by¢ $m(A)a=m(B)b$. Analogicznie otrzymujemy réwnania
$m(B)b=m(C)c$, $m(C)c=m(A)a$. Rozwigzaniem tego uktadu (zauwazmy, ze ma on ich wiele)
jest np.: [m(A)=bc,m(B)=ac, m(C)=ab] Z obliczenia tych mas wynika, ze srodek tego uktadu
lezy na prostych $AD,CE,BF$, wiec proste te przecinajg sie w jednym punkcie.\ Zauwazmy, ze
W rozwigzaniu nie musimy uzasadniaé, dlaczego ustawiamy akurat takie masy. Wystarczy, ze
wezmiemy dowolne masy i pokazemy, ze spetniajg one zgdane wiasnosci. item Niech
$ABCD$ bedzie rownolegtobokiem. Dobraé tak masy umieszczone w punktach $A,B,C$, zeby
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$rodek ciezkosci tych trzech punktow wypadt w punkcie $D$. rozw Wezmy $m(A)=1$ i
$m(B)=m(C)=-1$. Wtedy $rodek masy $B,C$ lezy na przecieciu $S$ przekatnych SABCD$,
wiec mozemy zamieni¢ masy $-1$ w $B,C$ na mase $-2% w $S$. Srodek masy punktéw $A,S$
z takimi wagami lezy w $D$, co obliczamy z definicji.\ Mozna byto takze wzigé $m(A)=-1$,
$m(B)=m(C)=1$. item Niech $ABCD$ bedzie wypuktym czworokgtem i niech $K,L,M,N$ bedg
$rodkami bokéw $AB,BC,CD,DA$ odpowiednio. Udowodnij, ze $KM$ i $LN$ potowig sie, wiec
$KLMNS jest réwnolegtobokiem i ze srodek tego réwnolegtoboku pokrywa sie ze srodkiem
odcinka taczacego $rodki przekatnych. rozw Umiesémy masy $m(A)=m(B)=m(C)=m(D)=1$.\
Mozemy masy $1$ z $A,B$ przegrupowac do masy $2$ w $K$, a masy $C,D$ przegrupowac
do masy $2%$ w $M$, wiec srodek masy $A,B,C,D$ lezy na potowie $KM$.\ Mozemy masy z
$A,D$ przegrupowac do $N$ w masg $2%, a masy z $B,C$ przegrupowaé do $L$ z masg $29,
wiec $rodek masy $A,B,C,D$ lezy na $rodku odcinka $NLS$, a wiec srodki $SKM$ i SLN$
pokrywajg sie i $KLMNS$ jest réwnolegtobokiem.\ Mozemy masy z $A,C$ przegrupowaé do
$rodka przekatnej $ACS$, a masy z $B,D$ przegrupowaé do srodka przekatnej $BD$, wiec
$rodek masy $A,B,C,D$ lezy na srodku odcinka tgczacego $rodki przekatnych, wiec punkt ten
pokrywa sie ze Srodkiem rownolegtoboku $KLMN$. item Twierdzenie Cevy: Punkty $X,Y,Z$
lezg na bokach $BC,CA,AB$ tréjkata $ABC$ odpowiednio. Udowodnié, ze proste $AX,BY,CZ$
majg punkt wspolny wtedy i tylko wtedy, gdy
[frac{AZ}{BZ}cdotfrac{BX}{CX}cdotfrac{CY}{AY}=1] rozw Zatézmy najpierw, ze
$frac{AZ}{BZ}cdotfrac{BX}{CX}cdotfrac{CY}AY}=1$. Wtedy uktad rownan [m(A)|AZ|=m(B)|BZ],
m(B)|BX|=m(C)|CX]|, m(C)|CY|=m(A)|AY|] ma rozwigzanie, np.:
[m(A)=1,m(B)=frac{|AZ|}{|BZ|},m(C)=frac{|AZ|}{|BZ|}frac{|BX|H{|CX|}] Jezeli ustawimy takie
masy w $A,B,C$, to Srodek masy $A,B$ bedzie w $Z$, wiec srodek masy $A,B,C$ bedzie lezat
na $CZ$. Dalej srodek masy $A,C$ bedzie w $Y$, wiec srodek masy $A,B,C$ bedzie lezat na
$BY$, srodek masy $B,C$ bedzie w $X$, wiec srodek masy $A,B,C$ bedzie na $AXS, stad
$AX,BY,CZ$ przecinajg sie w jednym punkcie.\ Zatézmy teraz, ze proste $AX,BY,CZ$
przecinajg sie w jednym punkcie. Ustalmy wagi jak poprzednio (ale nie mozemy juz zaktadac,
ze spetniajg one 3. réwnanie ukfadu).\ Analogicznie jak poprzednio, srodkiem masy $A,B$ jest
$Z$, a srodkiem masy $B,C$ - $X$, wiec srodek masy $A,B,C$ lezy na przecieciu $AX,CZ$.
Niech $rodek masy $A,C$ lezy w $Y'$. Wtedy Srodek masy $A,B,C$ lezy na $BY'$, wiec $BY'$
przechodzi przez punkt przecigcia $AX,CZ$. Ale doktadnie jedna prosta przechodzi przez 2
rozne punkty: $B$ i punkt przeciecia $AX$ z $CZ$. Stad $BY=BY'$ i $Y=Y'$, obliczamy
$|AY|=m(A)|AY|=|CY|m(C)=frac{|AZ|}{|BZ|}rac{|BX|}{|CX|}|CY|$, a wiec
[frac{|CY|}{|AY|}frac{|AZ|}{|BZ|}frac{|BX|}{|CX|}=1] czego nalezato dowies¢.\ Uwaga: w tym
zadaniu i rozwigzaniu uznawali$my, ze jezeli $X$ lezy na boku $ABS$, to nie pokrywa sie z
$A,B$ i tak samo dla $Y,Z$. item Udowodni¢, ze w tréjkacie $triangle ABC$ dwusieczne
przecinajg sie w jednym punkcie. rozw Dowdd analogiczny, jak w zadaniu 1.,2., jezeli
przypomnimy, ze dwusieczna kata $angle ABC$ to jedyna prosta, ktéra przecina bok $BC$ w
punkcie $D$ spetniajgcym $frac{|AB|}{|AC|}=frac{|DB|}{|DC|}$. item * Punkty $K$ i $L$ lezg
odpowiednio na bokach $BC$ i $CD$ réwnolegtoboku $ABCDS$, przy czym $BK=DL$. Odcinki
$DK$ i $BLS przecinajg sie w punkcie $P$. Dowiesc¢, ze prosta $APS jest dwusieczng kata
$BADS$ (zrédto - staszic). rozw Ustalmy masy: [m(C)=|BK|=|DL|,m(D)=|CL|,m(B)=|CK]|] Dla
tych mas srodek masy $B,C$ lezy w $K$, wiec srodek masy $B,C,D$ lezy na $DK$, a srodek
masy $C,D$ lezy w $L$, wiec srodek masy $B,C,D$ lezy na $BLS$, stad Srodek masy lezy w
$P$.\ Teraz chcemy udowodnié, ze $rodek masy lezy na dwusiecznej $BAD$. $C$ nie ma tu
nic do rzeczy, wiec mase umieszczong w $C$ zamieniamy na mase $-|BK|$ w $A$, mase
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$|BK|=|DL|$ w $D$ i mase $|BK|$ w $B$ (patrz zadanie 3.). Lacznie w $D$ mamy teraz mase
$|CD|=|AB|$, a w $B$ mase $|BC|=|AD|$, wiec srodek tych mas wypada w punkcie $ES$,
lezacym na $BDS$ i spetniajacym $frac{|ED|}{|EB|}=frac{|AD|}{|/AB|}$. Na mocy uwagi z
poprzedniego zadania, ktéra nawet byta udowodniona kiedy$ wczes$niej, $ES$ lezy na
dwusiecznej $BADS$. Oczywiscie $A$ tez lezy na tej dwusiecznej, wiec Srodek masy lezy na tej
dwusiecznej, a jak wiadomo, $rodek masy lezy w $P$.\ textbf{Rozwigzanie Mateusza:}\ Jest
$Lneq C$, wiec proste $ADS i $LB$ nie sg rownolegte, a wiec przecinajg sie w pewnym punkcie
$X$. Ponadto, skoro $L$ lezy na boku $CD$, to $X$ lezy po innej stronie $CD$ niz $ABS.
Ponadto $L$ nie jest rowny $D$, wiec $X$ nie jest réwny $L,D$. Trojkaty $triangle PDXS i
$triangle PKB$ sg podobne, bowiem wszystkie ich katy sg réwne (naprzemianlegte i
wierzchotkowe), a wiec: begin{equation}frac{|PX|}{|PB|}=frac{|XD|}{|BK|}hbox{ czyli
}XD|=frac{|PX||BK|}{|PB|}end{equation} W tym ostatnim przeksztatceniu korzystamy z
potozenia punktu $X$.\ Ponadto $DL||AB$, wiec z tw. Talesa
$$frac{|AB|}{|DL|}=frac{|AX|}{|DX|}$$ Podstawmy tutaj $|XD|$ z $(1)$
$$frac{|AB|}H{|DL|}=frac{|AX|}{|DX|}=frac{|AX||PB|}{|BK]||PX|}$$ Skoro $|DL|=|BK|$, mozemy
skrécic je i podzieli¢ obie strony przez $|PB|$: $$frac{|AB|}{|PB|}=frac{|AX|{|PX|}$$ To juz
dowodzi, z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego, ze $P$ lezy na dwusiecznej kata
$BAXS, czyli kata $BADS$ (tutaj uzywamy potozenia $X$). W rozwigzaniu nie ma mas, jest za to
pomystowa konstrukcja $X$. item ** (International Mathematical Olympiad 1999) Na
ptaszczyznie mamy dany skonczony zbiér r6znych punktow $A_1,cdots,A_n$, ktdry spetnia
wiasnos$¢: jezeli wezmiemy dowolne 2 r6zne punkty $A_i,A_j$ z tego zbioru i skonstruujemy
symetralng $I$ odcinka $A_iA_j$, to mamy

${S(A_1),S(A_2),cdots,S(A_n)}={A_1,A 2,cdots,A n}$, gdzie $S(X)$ oznacza odbicie punktu
$X$ w symetrii wzgledem $I$, czyli zbiér $S$ nie zmienia sie w symetrii wzgledem $I$.
Udowodni¢, ze $A _1,cdots,A_n$ sg wierzchotkami $n$-kata foremnego. rozw Wykazemy,
najpierw ze te punkty lezg na okregu o $rodku w $rodku $M$ masy tego uktadu, gdzie
$m(A_i)=1$ dla wszystkich $i$. Wezmy dowolne 2 punkty $A_i,A_j$ z tego zbioru. Skoro w
symetrii wzgledem symetralnej $A_iA _j$ zbiér przechodzi na siebie, to $rodek ciezkosci nie
zmienia sie, wiec $M$ lezy na symetralnej $A_iA_j$, stad $|MA_i|=|MA_j|$, a skoro $i,j$ byly
wziete dowolnie, to $§|MA_1|=|MA_2|=cdots=|MA_n|$, wiec punkty $A 1,cdots, A_n$ lezg na
okregu o $rodku w $M$ i promieniu $|MA_1|$.\ Wezmy dowolne 3 punkty sgsiednie na okregu i
nazwijmy je $A,B,C$. Rozwazmy symetrie wzgledem symetralnej $AC$. Punkt $B$ przechodzi
W niej na punkt lezacy na tym samym tuku $ACS$. Ale punkty byty sgsiednie, wiec $B$ musi
przechodzi¢ na siebie. To dowodzi, ze tuki $AB$ i SACS sa rowne, wiec, jezeli ustawimy punkty,
tak jak, lezg one na okregu, to [angle A_1MA_2=angle A_2MA_3=angle
A_3MA_4=cdots=angle A_{n-1}MA_n=angle A_nMA_1] To juz dowodzi, ze punkty te sg
wierzchotkami wielokgta foremnego. end{enumerate} paragraph{Zadania jubileuszowe}
begin{enumerate} item Wokot okragtego stotu siedzi $13$ ufoli. Poczatkowo jeden z ufoli ma
$13$ czarnych dziur. W jednym ruchu kazdy ufol, ktéry posiada co najmniej 2 czarne dziury,
moze wzig€ 2 ze swoich czarnych dziur i podarowac po jednej czarnej dziurze kazdemu ufolowi
siedzigcemu obok. Powiedz ufolom, czy moze doj$¢ do sytuacji, gdy po pewnej liczbie ruchdéw
kazdy ufol ma po jednej czarnej dziurze. item Udowodnij, ze jezeli posadzimy wsrod ufoli Marte
i damy jej $13+1$ czarnych dziur, nie zdofa ona rozdzieli¢ tak czarnych dziur, zeby kazdy ufol
miat po jednej i jedna zostata Marcie, stosujgc algorytm opisany w powyzszym zadaniu, gdzie
Marte traktujemy jako ufola. item Mamy $13$ oséb z klasy $3b$. Niektére z nich kolegujg ze
soba. Jezeli $A$ uwaza $B$ za kolege, to $B$ uwaza $A$ za kolege. Jest jednak wyjatek:
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Kozik uwaza za kolegdéw wszystkich, niezaleznie od tego, czy oni uwazajg go za kolege. Czy
moze sie zdarzyC, ze kazdy uwaza, ze ma inng liczbe kolegow? end{enumerate}
end{document}
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