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paragraph{Teoria} begin{enumerate} item Jezeli liczby $a_1,cdots,a_n$ sg dodatnie, to
[frac{n}{frac{1}{a_1}+frac{1}{a_2}+cdots+frac{1}{a_n}}leq sqrt[n]{a_1a_2cdots a_n}leq
frac{a_1+a_2+cdots+a_n}{n}leq sqgrt{frac{a_1"2+a_2"2+cdots+a_n"2}{n}}] item Dla dwéch liczb
wyglada to nieco niewinniej: Jesli $a,b>0$, to [frac{2}{frac{1}{a}+frac{1}{b}}leq sqrt{ab}leq
frac{a+b}{2}leq sqrt{frac{a”2+b"2}{2}}] item Do rzadzenia stuzy tzw. Srednia wazona:\ Jezeli
liczby $a_1,cdots,a_n,w_1,cdots,w_n$ sg dodatnie, i $w_1+cdots+w_n=1$, to:
[frac{1}{frac{w_1H{a_ 1}+cdots+frac{w_nHa n}}lega_1Mw_1}a 2™w_2}cdots a_n™w_n}leq
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w_1a_1+w_2a 2+cdots+w_na_n] end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate}
item Pokaz, ze dla $a_1,a_2,cdots,a_n$ - jednego znaku, zachodzi

$frac{a_1H{a_ 2}+frac{a_2}{a 3}+cdots+frac{a_n}{a 1}geq n$. item Pokaz, bez gtupich obliczen,
ze jezeli $a,b,c>089, to $(a+b)(b+c)(c+a)geq 8abc$. item Analogicznie jak powyzej, udowodnij,
ze $(a+b)*4geq 8ab(a"2+b"2)$. item Udowodnij, ze dla dowolnych $a,b,c$ dodatnich zachodzi
[frac{2}{a+b}+frac{2}{b+c}+frac{2}{c+a}geq frac{9}a+b+c}] item Udowodnij, ze dla
$a,binmathbb{R}$ jest [4b"2+a"2geq 4ab] item Udowodnij, ze dla $a,b,c,dinmathbb{R}$ jest
[abcd-frac{1}{16}leq frac{a*2}{2}+frac{b”4}{4}+frac{c"8}{8}+frac{d*{16}}{16}] item Rozstrzygnij,
jaka jest najwieksza stata $C$, taka, ze dla wszystkich dodatnich $x,y,z$ jest [x+2y+3zgeq
CxMfrac{1}{6}}yfrac{1}{3}}zfrac{1}{2}}] %item Rozstrzygnij, jaka jest najwieksza stata $C$,
taka, ze dla wszystkich dodatnich $x,y,z$ jest [x+y+y*2+z+z"2+z"3geq
CxMfrac{1}{3}}yMfrac{2}{3}}z] item Pokaza¢, ze dla dowolnych $a,b,c,dinmathbb{R}_+$
zachodzi [a+b+c+dgeq frac{15}{2"{frac{34}{15}}}sqrt[15]{ab*2c"4d"8}] item Pokazag, ze jesli
$a,b,c>08$, to $a”2+b"2+ch2+2a+2b+2cgeq
3((ab)Mfrac{2}{3}}+(bc)Mfrac{2}{3}}+(ca) {frac{2}{3}})$ item Pokazaé, ze jezeli $x,y,z>09$, to
[frac{x+y+z}{3}geq sqrt{frac{xy+yz+zx}{3}}] item (Czy pamietasz co sie robi w trojkatach?)
Wykaz, ze jezeli $a,b,c$ - boki pewnego tréjkata, to
[frac{a}{b+c-a}+frac{b}{a+c-b}+frac{cl{a+b-c}geq 3] item Liczby dodatnie $a,b,c$, sg takie, ze
$a+b+c=13%. Wykazaé, ze [a"2+b"2+c 2+sqrt{12abc}leq 1] item Udowodnié, ze jesli $a,b,c>0$ i
$a+b+c=1$, to [(1+a)(1+b)(1+c)geq 8(1-a)(1-b)(1-c)] item Liczby dodatnie $a,b,c$ spetniajg
warunek $ab+bc+ca=abc$. Dowiesé, ze:

[frac{a”4+b"4}{ab(a"3+b"3)}+frac{b"4+c 4}{bc(b"3+c"3)}+frac{c*4+a*4}{ca(a"3+c"3)}geq 1]
item Niech $a_1,cdots,a_n$ bedg liczbami dodatnimi spetniajgcymi warunek $a_1a_2cdots
a_kgeq 1% dla kazdego $1leq kleg n$. Udowodnic, ze:
[frac{1}{1+a_1}+frac{2}{(1+a_1)(1+a_2)}+cdotsfrac{n}{(1+a_1)(1+a_2)cdots(1+a_n)}0$, to
[frac{2}{frac{1}{a}+frac{1}{b}}leq sqrt{ab}leq frac{a+b}{2}leq sqgrt{frac{a*2+b"2}{2}}] item Do
rzgdzenia stuzy tzw. $rednia wazona:\ Jezeli liczby $a_1,cdots,a_n,w_1,cdots,w_n$ sg
dodatnie, i $w_1+cdots+w_n=1$, to: [frac{1}{frac{w_1}{a_1}+cdots+frac{w_n}{a_n}}leq
a_1Mw_1}a_2Mw_2}cdots a_n™{w_n}leqw_1a_1+w_2a_2+cdots+w_na_n] item textbf{Umowa}
Jezeli mamy liczby $a_1,cdots,a_n$ w zadaniu (a nie mamy $a_{n+1}$) to umawiamy sie, ze
$a_{n+1}=a_1,a_{n+2}=a 2% itd. end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item
Pokaz, ze dla niezerowych liczb jednego znaku $a_1,a_2,cdots,a_n$, zachodzi

$frac{a_1}{a_ 2}+frac{a_2}{a 3}+cdots+frac{a_n}{a_ 1}geq n$. rozw Skoro $a_n$ sg jednego
znaku, to $frac{a_i}{a_{i+1}}>0% dla wszystkich $i$. Stad i z nieréwnosci miedzy srednig
arytmetyczng i geometryczna;:
[frac{frac{a_1}{a_2}+frac{a_2}{a_3}+cdots+frac{a_n}{a_1}}{n}geq
sqgrt[n]{frac{a_1}{a_2}cdotfrac{a_2}{a_3}cdotcdotscdotfrac{a_n}{a_1}}=sqrt[n]{1}=1] Stad juz
wynika teza. item Pokaz, bez gtupich obliczen, ze jezeli $a,b,c>0$, to $(a+b)(b+c)(c+a)geq
8abc$.\ textbf{Rozwigzanie}:\ Mamy, z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i
geometryczng [frac{a+b}{2}geqsqrt{ab}] [frac{b+c}{2}geqsqrt{bc}] [frac{c+a}{2}geqsqrt{ca}]
Mnozac te 3 nieréwnos$ci stronami i mnozac otrzymang nieréwnosé przez $8$ dostajemy teze.
item Analogicznie jak powyzej, udowodnij, ze $(a+b)*4geq 8ab(a”2+b"2)$.\
textbf{Rozwigzanie}:\ Mamy $(a+b)*4=(a*2+2ab+b”"2)"2$. Ponadto
[frac{(a"2+b"2)+2ab}{2}geq sqrt{2ab(a"2+b"2)}] Stad
[(a+b)"4=4cdot(frac{a’2+2ab+b"2}{2})*2geq 4cdot 2ab(a*2+b"2)=8ab(a*2+b"2)] item
Udowodnij, ze dla dowolnych $a,b,c$ dodatnich zachodzi
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[frac{2}{a+b}+frac{2}{b+c}+frac{2}{c+a}geq frac{9}{a+b+c}] texibf{Rozwigzanie}:\ Z
nieréwnosci miedzy Srednia harmoniczng i arytmetyczng dla liczb
$frac{a+b}{2},frac{b+c}{?2},frac{c+a}{2}$ jest
[frac{a+b+c}{3}=frac{frac{a+b}{2}+frac{b+c}{2}+frac{c+a}{2}}{3}geq
frac{3}{frac{2}{a+b}+frac{2}{b+c}+frac{2}{c+a}}] Po przeksztatceniu (wymnozeniu stronami
przez mianowniki i podzieleniu przez $a+b+c$) otrzymujemy teze. item Udowodnij, ze dla
$a,binmathbb{R}$ jest [4b"2+a”"2geq 4ab] textbf{Rozwigzanie}:\ Z nieréwnosci miedzy
$rednig arytmetyczng a geometryczng dla liczb $a”2,4b”2$ otrzymujemy
[frac{a”2+4b"2}{2}geq sqrt{4a”2b”2}=2ab] item Udowodnij, ze dla $a,b,c,dinmathbb{R}$ jest
[abcd-frac{1}{16}leq frac{a"2}{2}+frac{b"4}{4}+frac{c"8}{8}+frac{d"{16}}{16}]
textbf{Rozwigzanie}: \ Po przeksztatceniu (nie ma niejsca dla minuséw w nierbwno$ciach) teza
przymuje posta¢ $abcdleq frac{a”2}{2}+frac{b”4}{4}+frac{c"8}{8}+frac{d"{16}}{16}+frac{1}{16}$.\
Wynika ona z nieréwnos$ci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng wazong dla liczb
$a”2,b"4,c"8,d"16,1$ i wag $frac{1}{2},frac{1}{4},frac{1}{8}.frac{1}{16},frac{1}{16}$
otrzymujemy:\ [frac{a"2}{2}+frac{b”4}{4}+frac{c"8}{8}+frac{d"{16}}{16}+frac{1}{16}geq
aM2frac{1}{2}}bM4frac{1}{4}}c {8frac{1}{8}}d*{16frac{1}{16}}1{frac{1}{16}}=abcd] Zauwazmy,
ze to samo otrzymamy biorgc srednig arytmetyczng i geometryczng z $16$ liczb\
$underbrace{frac{a”2}{16},frac{a”2}{16},cdots,frac{a”"2}{16}} {8},frac{b”4}{16},frac{b”4}{16},frac
{b4}{16},frac{b4}{16},frac{c8}{16},frac{c"8}{16},frac{d"{16}}{16},frac{1}{16}$. Srednie
wazone, o ile wagi sg wymierne, to po prostu wygodniej zapisane $rednie zwykte. item
Rozstrzygnij, jaka jest najwieksza stata $C$, taka, ze dla wszystkich dodatnich $x,y,z$ jest
[x+2y+3zgeq Cx frac{1}{6}}y frac{1}{3}}z {frac{1}{2}}] textbf{Rozwigzanie}:\ Dla $x=y=z=1$
mamy nieréwnos$¢ $6geq C$, stad musi by¢ $Cleq 6$.\ Udowodnimy, ze $C=6$. Faktycznie, ze
$redniej arytmetycznej i geometrycznej dla $x,y,y,z,z,z$ mamy [frac{x+y+y+z+z+z}{6}geq
sqri[6]{xy*2z"3}=xMfrac{1}{6}}yMfrac{1}{3}}z {frac{1}{2}}] Stad po przeksztatceniu otrzymujemy
$x+2y+3zgeq 6xMfrac{1}{6}}y frac{1}{3}}z{frac{1}{2}}$, dowodzi, ze $Cgeq 69, a wiec $C=63$.
%item Rozstrzygnij, jaka jest najwieksza stata $C$, taka, ze dla wszystkich dodatnich $x,y,z$
jest [x+y+y"2+z+z"2+z"3geq Cx"frac{1}{3}}y*frac{2}{3}}z] item Pokazac, ze dla dowolnych
$a,b,c,dinmathbb{R}_+$ zachodzi [a+b+c+dgeq frac{15}{2"{frac{34}{15}}}sqrt[15]{ab’2c"4d"8}]
rozw Teza wynika wprost z nieréwno$ci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng dla
liczb\

$a,frac{b}{2},frac{b}{2},frac{c}{4},frac{c}{4},frac{c}{4},frac{c}{4} ,underbrace{frac{d}{8},cdots,frac{
d}{8}}_{8}$:
[frac{a+b+c+d}{15}=frac{a+frac{b}{2}+frac{c}{4}+frac{c}{4}+frac{c}{4}+frac{c}{4}+underbrace{frac
{d}{8},cdots,frac{d}{8}} {8}}{15}geq sqrt[15]{a(frac{b}{2})*2(frac{c}{4})"4(frac{d}{8})"8}] Inaczej
mdwigc stosujemy tutaj Srednig wazong miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng dla liczb
$a,frac{b}{2},frac{c}{4},frac{d}{8}$ i wag $frac{1}{15},frac{2}{15},frac{4}{15},frac{8}{15}$. item
Pokaza¢, ze jesli $a,b,c>09, to $a*2+b"2+c 2+2a+2b+2cgeq
3((ab)Mfrac{2}{3}}+(bc)Mfrac{2}{3}}+(ca) {frac{2}{3}})$ rozw Z nieréwnosci miedzy Srednig
arytmetyczng a geometryczng otrzymujemy [frac{a"2+b+b}{3}geq sqgrt[3]{a*2cdot bcdot
b}=(ab)Mfrac{2}{3}}] [frac{b"2+c+c}{3}geq sqri[3]{b*2cdot ccdot c}=(bc) {frac{2}{3}}]
[frac{c"2+a+a}{3}geq sqrt[3]{c*2cdot acdot a}=(ca){frac{2}{3}}] Po ich zsumowaniu dostajemy
teze. item Pokazag, ze jezeli $x,y,z>09, to [frac{x+y+z}{3}geq sqrt{frac{xy+yz+zx}{3}}] rozw
Po podniesieniu obu stron nieréwnosci do kwadratu otrzymujemy $(x+y+z)*2geq 3(xy+yz+zx)$.
To wynika z nierdwnosci $x"2+y"2+z"2geq xy+yz+zx$, ktérg udowadniamy przy pomocy
$rednich. item (Czy pamietasz co sie robi w trojkatach?) Wykaz, ze jezeli $a,b,c$ - boki
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pewnego trojkata, to [frac{a}{b+c-a}+frac{b}{a+c-b}+frac{c}{a+b-c}geq 3] rozw Wezmy
$x=frac{b+c-a}{2}$, $y=frac{a+c-b}{2}$,$z=frac{a+b-c}{2}$. Z tego, ze $a,b,c$ - boki tréjkata
wynika, ze $x,y,z>08. Teza jest rownowazna, po podstawieniu
[frac{y+z}{x}+frac{x+z}{y}+frac{x+yH{z}geq 6] Mozna jg otrzymac sumujac 3 nierdwnosci
(prawdziwe na mocy sr. aryt. i geom.) [frac{y}{x}+frac{x}{y}geq 2] [frac{z}{x}+frac{x}{z}geq 2]
[frac{yHz}+frac{z}{y}geq 2] item Liczby dodatnie $a,b,c$, sg takie, ze $a+b+c=1$. Wykazac,
ze [a"2+b"2+c"2+sqrt{12abc}leq 1] rozw Musimy sprowadzi¢ wszystkie czesci wyrazenia do
wspdlnego stopnia (inaczej méwigc otrzymac wyrazenie jednorodne). $a"2+b”2+c"2$ ma
stopien $2%, $sqrt{12abc}$ ma stopien $frac{3}{2}$, a $1$ ma stopien $0$. Podstawiamy wiec i
otrzymujemy: [a"2+b*2+c"2+sqrt{12abc(a+b+c)}leq (a+b+c)*2] Po rozbiciu $(a+b+c) 29 i
redukcji to wyrazenie przyjmuje postaé $sqrt{3abc(a+b+c)}leq ab+bc+ca$. Po podstawieniu
$x=ab,y=bc,z=ca$ i podniesieniu do kwadratu otrzymujemy nieréwnos$¢ $3(xy+yz+zx)leq
(x+y+2)"2$, ktérg udowadniamy bezposrednio. item Udowodni¢, ze jesli $a,b,c>0$ i
$a+b+c=1$, to [(1+a)(1+b)(1+c)geq 8(1-a)(1-b)(1-c)] rozw Podstawiamy wszedzie $1=a+b+c$ i
otrzymujemy [(b+c+2a)(a+c+2b)(a+b+2c)geq 8(a+b)(b+c)(c+a)] Jezeli podstawimy teraz
$x=a+b,y=a+c,z=b+c$ to otrzymujemy nieréwnos¢ $(x+y)(y+z)(z+x)geq 8xyz$, ktéra byta juz
wczesniej udowodniona. item (LVII OM - 2 etap) Liczby dodatnie $a,b,c$ spetniajg warunek
$ab+bc+ca=abc$. Dowiesé, ze:

[frac{a"4+b"4}{ab(a"3+b"3)}+frac{b*4+c 4}{bc(b"3+c"3)}+frac{c"4+a”4}{ca(a"3+c"3)}geq 1]
rozw Po lewej stronie mamy stopien $-18$, po prawej $0$. Mnozymy lewg strone przez $abc$, a
prawg przez $ab+bc+ca$, zeby otrzymacé rowne stopnie:
[frac{c(a"4+b"4)}{a"3+b"3}+frac{a(b"4+c 4)}{b"3+c"3}+frac{b(c"4+a”4){a"3+c 3}geq
ab+bc+ca] Zauwazmy, ze [frac{a"4+b"4}{a"3+b"3}geq frac{a+b}{2}] (po wymnozeniu przez
mianowniki i zredukowaniu wychodzi $(a*3-b"3)(a-b)geq 0%, czyli $(a*2+ab+b"2)(a-b)*2geq
09%). Stosujac te nierownos¢ do 3 cztondw otrzymujemy
[frac{c(a"4+b"4)}{a"3+b"3}+frac{a(b"4+c 4)}{b"3+c"3}+frac{b(c"4+a”4){a"3+c 3}geq
cfrac{a+b}{2}+afrac{b+c}{2}+bfrac{a+c}{2}=ab+bc+ca] item Niech $a_1,cdots,a_n$ bedg
liczbami dodatnimi spetniajagcymi warunek $a_1a_2cdots a_kgeq 1$ dla kazdego $1leq kleq n$.
Udowodni¢, ze:
[frac{1}{1+a_1}+frac{2}{(1+a_1)(1+a_2)}+cdots+frac{n}{(1+a_1)(1+a_2)cdots(1+a_n)}
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