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date{} maketitle paragraph{textbf{Teoria}} begin{enumerate} %item Zasada indukcji
matematycznej i rozszerzona zasada indukcji matematycznej ($T(1),T(2),...,T(n)Rightarrow
T(n+1)$). item Zasada nieskoriczonego schodzenia (bez formalnej definicji, bo to sie moze
przy$ni¢). end{enumerate} paragraph{textbf{Zadanka:)}} begin{enumerate} % item
Klasyczny dowdéd nieréwnoséci pomiedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng
$frac{a_1+...+a_n}{n}geq sart[n){a_1a_2...a_n}$, przez "indukcje" $T(n+1)Rightarrow T(n)$ i
$T(n)Rightarrow T(2n)$. item Udowodni¢, ze $sqrt{2}$ nie jest wymierne. item Znalez¢
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wszystkie rozwigzania rownania $8x"4+4y"4+2z"4=t"4$ w liczbach catkowitych nieujemnych.
item Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania $x"2+y*2+z2+u”2=2xyzu$ w liczbach
$mathbb{N}_+$. item Udowodnié, ze $79% nie sa sie przedstawi¢ w postaci sumy 3 kwadratéw
liczb wymiernych dodatnich. item Udowodnij, ze liczba postaci $4"n(8k-1)$, gdzie
$k,ninmathbb{N}_+$ nie jest kwadratem innej liczby naturalnej i nie moze by¢ przedstawiona
jako suma 1, 2 lub 3 kwadratéw liczb naturalnych dodatnich. item Ciag $a_1,...,a_n$
($a_iinmathbb{N}_+$) przetwarzamy na ciag postaci
$frac{a_1+a_2}{2},frac{a_2+a_3}2},...,frac{a_{n-1}+a_n}{2},frac{a_n+a_1}2}$, ten ciag
przetwarzamy analogicznie itd. Udowodnij, ze po pewnej liczbie takich operacji albo otrzymany
ciag bedzie staly, albo bedzie on zawiera¢ wyrazy niecatkowite. item Niech $a_1,...,a_{2"n}$
bedzie ciggiem liczb naturalnych. Udowodnij, ze jesli utworzymy z niego nowy cigg
$I_1,I_2,cdots,|_{2"n}$ wedtug reguty $I_k=|a_{k+1}-a_{k}|$ (umawiamy sie, ze
$a_{2"n+1}=a_19$), a niego nastepny ciag itd., to w koncu dojdziemy do ciggu ztozonego z
samych zer. Czy dla ciggu $(a_n)$ jest to nadal prawdziwe, gdy $n$ nie jest potegg 27
end{enumerate} end{document}
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newtheorem{useless}[thm]{} begin {document} title{K6tko 24.11 - indukcja$”{-1}$}
date{} maketitle paragraph{textbf{Zadanka}} begin{enumerate} item Udowodnic¢, ze
$sart{2}$ nie jest wymierne.\  Zatézmy, ze $sqrt{2}$ jest wymierne. Jakoze jest ono wieksze
od 0, to mozna je przedstawi¢ w postaci $frac{p}{q}$, to gdzie $p, qin Z_+$. Mamy wtedy
$sart{2}=frac{p}{q}$, a po podniesieniu do kwadratu i pomnzeniu przez $q"2$ dostajemy
$2qr2=p"2%. Zaté6zmy, ze $p_0,q_0% jest parg o najmniejszej sumie spetniajgca to rownanie.
Jest $2|p_072%, a stad $2|p_0$. Niech $p_1=p_0/2%. Witedy jest $29_0"2=4p_1"2$, wiec
$4|29_072% i $2|g_072%. Tym samym $2|q_0% i $q_0=q_1/2%, gdzie $q_19% - catkowite. Mamy
wiec $2q_172=p_1"2$, co przeczy wyborowi $p_0,q_0$ jako pary o najmniejszej sumie (bo
$p 0+q 0>p_1+q 19%). item Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania
$8x"4+4y"4+22"4=t"4$ w liczbach catkowitych nieujemnych.\ Wezmy dowolne rozwigzanie
tego rownania w liczbach $x,y,z,t$. Mamy dla takich liczb $8x"4+4y"4+2z"4=t"4$, a stad $2|t$ i
$t/2=t_1$, $t_1in Z$. Podstawiajac dostajemy $8x"4+4y"4+2z74=16t_1"4$, a po podzieleniu
przez $29%, $4x"4+2y"4+z"4=8t 1"4$, z czego wynika, ze $2|z$ i $z/2=z_1$, $z_1in Z$. Po
kolejnym podstawieniu i podzieleniu dostajemy $2x"4+y"4+8z_174=4t 174$, a wiec $2|y$ i
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$y/2=y 18, gdzie $y 1in Z3$. Powtarzajac te operacje dostajemy $2|x$ i $x/2=x_1$, $x_1in Z$.
Podstawiajgc to dostajemy $8x_174 + 4y 12 + 2z 17 =t 174$.\ Otrzymaliémy to samo
rownanie, wiec podane operacje mozemy powturzy¢ $n$ razy dla dowolnego $n$, stwierdzajac,
ze $2"n|x$ i $2"n|y$ i $2°n|z$ i $2"n|t$ dla dowolnego $n$. Jedyng liczbg catkowitg podzielng
przez dowolng potege $2$ jest 0. Tym samym jedynym rozwigzaniem w liczbach catkowitych
nieujemnych moze by¢ $(0,0,0,0)$. Te liczby faktycznie spetniajg rownanie. item Znalezé
wszystkie rozwigzania rownania $x"2+y"2+z"2+t"2=2xyzt$ w liczbach $mathbb{N}_+3$.\
Zauwazmy, ze dla $x,y,z,t$ spetniajacych to rownanie musi by¢ $2|x"2+y*2+z/2+1"2$. $x"2$
daje reszte $13 z dzielenia przez 2, gdy $x$ jest nieparzyste, a $03$, gdy $x$ parzyste. Stad
widzimy, ze wérdd liczb $x,y,z,t$ musi by¢ parzysta ilo$¢ nieparzystych. Rozwazmy 3 przypadki:
begin{enumerate} item 4 liczby $x,y,z,t$ sg nieparzyste. Jezeli $x$ jest nieparzyste, to
$x"2equiv 1 (mod 8)$ (sprawdz), wiec $x"2+y"2+z"2+t"2equiv 4 (mod 8)$. Ale mamy
$2not|xyzt$, wiec $4not|2xyzt$. Sprzecznosé. item 2 liczby z $x,y,z,t$ sg nieparzyste. Wiedy
mamy $x"2+y"2+z"2+t"2equiv 2 (mod 4)$, wiec $4not|x 2+y*2+z"2+t"2$, a $4|xyzt$, wiec
sprzeczno$¢. item Wszystkie liczby $x,y,z,t$ sg parzyste. Wezmy
$x/2=x_1,y/2=y 1,z/2=z_1t/2=t_18. Dostajemy
$4x_172+4y 172+4z_172+4t_172=2cdot16x_1y 1z 1t_1$, czyli
$x_172+y 172+z 172+t _172=8xyzt$. Dalej biorac $mod 8% dostajemy tatwo, ze
$x 1,y 1,z 1,t 1% sg parzyste, wiec mozemy podstawi¢ $x_2=x_1/2$ itd. Musi wie¢ znowu by¢
$2”n|x,y,z,t$ dla dowolnego $nin Z_+$, wiec $x=y=z=t=0%. Ale te liczby nie sg naturalne
dodatnie, wiec ostatecznie nie ma rozwigzan. end{enumerate} item Udowodni¢, ze $7$ nie
sa sie przedstawi¢ w postaci sumy 3 kwadratéw liczb wymiernych dodatnich.  Mamy
$x"2equiv 1 (mod 8)$ lub $x*2equiv 4(mod 8)$, lub $x*2equiv O(mod 8)$.\  Jezeli
$7=(frac{p_1}{qg_1})"2+(frac{p_2}{q_2})"2+(frac{p_3}{q_3})"2$, gdzie $p_i,q_iin Z_+$, to
wymnazajac stronami $7(q_1qg_2q 3)"2=(p_1q9_2q_3)"2+(q_1p_29_3)"2+(p_1p_2q_3)"2$.
Jezeli wykazemy, ze rownanie $7d"2=a"2+b"2+c"2$ w catkowitych nie ma rozwigzan, to
wykazemy réwniez teze. Rozpatrzmy to réwnanie $(mod 8)$. $a*2+b"2+c*2$ daje reszty
$0,1,2,3,4,5,6% (sprawdz), zas wyrazenie $7d"2$ daje reszty $0,7,4$. Widzimy, ze reszty $mod
8% sag rowne tylko jesli $a*2+b"2+c"2$ przystaje do $0$ lub $43$ $(mod 7)$, a wtedy liczby
$(a,b,c,d)$ sg parzyste (sprawdz) i podobnie jak w poprzednich zadaniach wnioskujemy, ze
$2”n|a,b,c,d$ dla dowolnego $n$.  item Udowodnij, ze liczba postaci $4”n(8k-1)$, gdzie
$k,ninmathbb{N}_+$ nie jest kwadratem innej liczby naturalnej i nie moze by¢ przedstawiona
jako suma 1, 2 lub 3 kwadratoéw liczb naturalnych dodatnich.\  Mamy udowodni¢, ze
$47n(8k-1)=a2+b"2+c"2$, gdzie $a,b,cin N_+cup{0}$ nie ma rozwigzan. Faktycznie jezeli
$n=0%, to patrzac $mod 8% otrzymujemy specznosé bo $a*2+b"2+c"2 (mod
8)in{0,1,2,3,4,5,6}$. Jezeli zas $n>0$, to patrzac $mod 4$ dowiadujemy sie, ze $2|a,b,c$ i
mozemy podstawi¢ $a_1=a/2$ i $b_1=b/2$, $c_1=c/2$ i podzieli¢ przez 4, a dzieli¢ przez 4
mozemy skonczong ilosé razy. % item Ciag $a_1,...,a_n$ ($a_iinmathbb{N}_+$)
przetwarzamy na cigg postaci
$frac{a_1+a_2}{2},frac{a_2+a_3}2},...,frac{a_{n-1}+a_n}{2},frac{a_n+a_1}2}$, ten ciag
przetwarzamy analogicznie itd. Udowodnij, ze po pewnej liczbie takich operacji albo otrzymany
ciag bedzie staty, albo bedzie on zawiera¢ wyrazy niecatkowite.\ % Popatrzmy na ciag
$frac{a_1+a_2}{2},frac{a_2+a_3}2},...,frac{a_{n-1}+a_n}{2},frac{a_n+a_1}2}$. Jezeli ma on
wyrazy catkowite, to znaczy, ze $a_1equiv a_2equivcdotsequiv a_n (mod 2)$. Zauwazmy, ze
jezeli zapiszemy liczby $a_i$ w systemie binarnym, to jesli po przetworzeniu $n$ razy
otrzymamy wcigz ciag catkowity, to znaczy, ze na $n$ pierwszych miejscach w zapisie
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binarnym liczby $a_1,cdots,a_n$ sg identyczne (sprawdz przez indukcje). Jezeli wiec po kazde;j
ilosci przetworzen cigg wcigz bedzie catkowity, znaczy, ze poczgtkowo wszystkie
$a_1,cdots,a_n$ byty rowne, wiec cigg poczatkowy byt staty (jak i kazdy kolejny). % item
Niech $a_1,...,a_{2"n}$ bedzie ciagiem liczb naturalnych. Udowodnij, ze jesli utworzymy z niego
nowy ciag $I_1,I_2,cdots,|_{2"n}$ wedtug reguty $I_k=|a_{k+1}-a_{k}|$ (umawiamy sie, ze
$a_{2"n+1}=a_1$), a niego nastepny ciag itd., to w koncu dojdziemy do ciggu ztozonego z
samych zer. Czy dla ciggu $(a_n)$ jest to nadal prawdziwe, gdy $n$ nie jest potega 27\ %
Moze to jeszcze ktos$ rozwali wiec poczekam z ogtaszaniem rozwigzania. end{enumerate}
end{document}
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