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(Jednoktadno$¢)} date{} maketitle paragraph{Teoria} begin{enumerate} item
Jednoktadnoscig o skali $k$ wzgledem $O$ (ktéry nazywamy srodkiem jednoktadnosci)
nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny ktére kazdemu punktowi $A$ przyporzadkowuje punkt
$A'$, taki, ze: begin{itemize} item $A,0,A'$ - na jednej prostej item $|OA'|=|k||OA|$ item
Jezeli $k 0%, to po jednej. end{itemize} Strasznie formalnie wyszio... Alternatywna definicja:
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tréjkatow), okregi na okregi. item Jednoktadno$¢ zachowuje punkty przeciecia, czyli przenosi
np. okregi styczne na styczne, proste rownolegte na réwnolegte (nawet na réwnolegte do
prostych przed jednoktadnoscig). item Ztozenie dwéch jednoktadnosci o skalach $alpha, beta$
jest: begin{itemize} item Jednoktadnoscig o skali $alphabeta$, jezeli $alphabetaneq1$ item
Translacja, jezeli $alphabeta=1$ (mozna na to patrze¢ jak na jednoktadno$¢ o nieskonczonym
Srodku) end{itemize} end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item
Udowodni¢, ze w tréjkacie $ABC$ srodek ciezkosci, ortocentrum i Srodek okregu opisanego
lezg na jednej prostej (prostej Eulera). item Okrag wpisany w $triangle ABC$ jest styczny do
$AB$ w punkcie $E$. Niech $EF$ bedzie $rednica tego okregu. Okrag dopisany do boku $AB$
tréjkata $ABCS$ jest styczny do tego boku w $G$. Udowodnié, ze punkty $C,F,G$ sg
wspotliniowe. item Okregi $O_1$ i $O_2$ sa styczne wewnetrznie w punkcie $B$. Srednica
$ACS okregu $O_1$ jest styczna do okregu $O_2% w $M$. Udowodnic, ze $BM$ jest
dwusieczng kata $angle ABC$. item (de facto Tales) Punkt $P$ lezy wewnatrz czrowokata
wypuktego $ABCD$. Udowodnié, ze: begin{enumerate} item Srodki bokéw tego czworokata
tworza réwnolegtobok. item Srodki ciezkoéci trojkatow $ABP$, $BCP$, $CDP$, $DAPS$ tworzag
rownolegtobok. item Policzy¢ pola tych rownolegtobokdéw. end{enumerate} item Dany jest
szesciokat SABCDEF$. Wykazaé, ze srodki ciezkosci trojkatow $ABCS, $BCD$, $CDES,
$DEF$, SEFAS$, $FABS tworzg szesciokat, w ktorym przeciwlegte boki sg réwnolegte i réwne.
item (*) Okregi $0_1,0_ 2% o réwnych promieniach sg styczne wewnetrznie do okregu $0$ w
punktach $A,B$ odpowiednio. Punkt $P$ nalezy do okregu $0$. Proste $PA$, $PB$ przecinajg
okregi $0_1, 0 2% w $C,D$. Udowodnié, ze $CD||ABS. item (*) Okregi $O_1$i $O_2% sg
wpisane w kat o wierzchotku $P$. Ponadto sg one wpisane w katy wierzchotkowe o wierzchotku
$Q$. Niech $R$ - punkt na $O_1$. Niech proste $RP$ i $RQ$ przecinajg $O_2$ w 4 punktach.
Udowodnié, ze pewne 2 z tych punktow sg srednicg $O_2$. item Wszystkie zadania z kotka ze
staszica. Dzieki Ci Ula! end{enumerate} paragraph{Pare dodatkowych prostych zadan}
begin{enumerate} item Dany jest trojkat SABCS$, w ktérym $angle ACB=45%. Udowodni¢, ze
$|CH|=|AB|$, gdzie $H$ - ortocentrum $ABCS. item Punkty $D,E,F$ lezg na bokach $BC, CA,
ABS$ tréjkata SABC$ odpowiednio. Proste $AD,BE,CF$ przecinajg sie w $P$. Wykazac, ze jezeli
w czworokaty SAEPF$ i $BFPD$ mozna wpisa¢ okregi, to mozna je wpisaé i w czworokat
$CEPD$. item Punkty $E,F$ lezg na bokach $BC,AD$ rownolegtoboku $ABCD$, przy czym
$|BE|=|DF|$. Punkt $K$ lezy na boku $CD$. Odcinek $EF$ przecina odcinki $AK, BK$ w
punktach $P, Q$. Udowodnié, ze $P(AFP)+P(BEQ)=P(KPQ)$, gdzie $P(X)$ - pole figury $X$.
item Zadania ze skryptu p. Pompe. item Wszelkie uwagi i btedy prosze zgtaszac.
end{enumerate} end{document}
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over-edge is small % THEOREMS ----------m oo oo oo
newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} defrozw{\ textbf{Rozwigzanie}:\} title{Ferie, a
my nadal chodzimy do szkoty :) (Jednoktadno$c)} date{} maketitle paragraph{Teoria}
begin{enumerate} item Jednoktadnoscia o skali $k$ wzgledem $O$ (ktéry nazywamy srodkiem
jednoktadnosci) nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny ktére kazdemu punktowi $A$
przyporzadkowuije punkt $A'$, taki, ze: begin{itemize} item $A,0,A'$ - na jednej prostej item
$|OA'|=|k||OA|$ item Jezeli $k 03, to po jednej. end{itemize} Strasznie formalnie wyszio...
Alternatywna definicja: Jednoktadno$¢ jaka jest, kazdy widzi. item Jednoktadno$¢ przenosi
odcinki na odcinki, trojkaty na tréjkaty, punkty szczegdlne, takie jak np. srodek okregu na punkty
szczegoblne (nowych trojkatdéw), okregi na okregi. item Jednoktadno$é zachowuje punkty
przeciecia, czyli przenosi np. okregi styczne na styczne, proste réwnolegte na rownolegte
(nawet na réwnolegte do prostych przed jednoktadnoscia). item Ztozenie dwéch jednoktadnosci
o skalach $alpha, beta$ jest: begin{itemize} item Jednoktadnoscig o skali $alphabeta$, jezeli
$alphabetaneq1$ item Translacja, jezeli $alphabeta=1$ (mozna na to patrzeé jak na
jednoktadnos¢ o nieskonczonym $rodku) end{itemize} end{enumerate} paragraph{Zadania}
begin{enumerate} item Udowodnié, ze w tréjkacie SABC$ srodek ciezkosci, ortocentrum i
Srodek okregu opisanego lezg na jednej prostej (prostej Eulera). rozw Niech $M$ oznacza
$rodek ciezkosci, $H$ ortocentrum, a $O$ srodek okregu opisanego.\ Zauwazmy najpierw, ze
$0O8$ pokrywa sie z ortocentrum tréjkata $DEF$, gdzie $D,E,F$ to srodki bokow $BC,CA,AB$
odpowiednio (dowdéd z zadaniach przygotowawczych do OMa 2008, 2. seria).\ Wiemy, ze trzy
srodkowe $AD,BE,CF$ w trojkacie $ABC$ przecinajg sie w $srodku ciezkosci $M$ i jest
[frac{AM}{DM}=2, frac{BM}{EM}=2,frac{CM}{FM}=2] Niech $J$ oznacza jednoktadnos$¢ o $rodku
w $MS$ i skali $-frac{1}{2}$. Z powyzszych réwnosci wynika, ze [J(A)=D,J(B)=E,J(C)=F] Stad
$J$ przenosi $triangle ABC$ na $triangle DEFS$, wiec, jakoze jednoktadno$¢ zachowuje punkty
szczegolne trojkata, przenosi ona ortocentrum $H$ tréjkata SABCS, na ortocentrum $DEF$,
czyli na $O%: [J(H)=0] To juz dowodzi, ze $H,M,0$ sg wspétliniowe, gdyz punkt, srodek
jednoktadnosci i obraz punktu sg zawsze wspétliniowe. item Okrag wpisany w $triangle ABC$
jest styczny do $AB$ w punkcie $E$. Niech $EF$ bedzie srednicg tego okregu. Okrag
dopisany do boku $AB$ tréjkata $ABCS jest styczny do tego boku w $G$. Udowodnié, ze
punkty $C,F,G$ sg wspotliniowe. rozw Niech $o_1$ oznacza okrgg wpisany w $triangle ABCS,
a $o_2% okrag dopisany do boku $AB$. Niech $J$ bedzie jednoktadnoscig o $srodku w $C$,
ktora przeksztatca $0_2% w $o_1$ (jednoktadnosc taka zawsze istnieje, wystarczy wzigé
jednoktadnosé, ktéra przeksztatca srodek na srodek) i niech $G'=J(G)$. Chcemy wykazaé, ze
$G'=F$.\ Jednoktadnos$¢ zachowuje réwnolegto$¢ prostych, wiec prosta $I$ styczna do $o_1$
w $G'$ jest rownolegta do prostej stycznej do $o_2% w $G$, czyli do prostej $ABS. Nie moze
by¢, $I=AB$, gdyz $ABS jest styczng do $o 2% blizszg $C$, wiec przechodzi na styczng do
$o0_1$ blizszg $C$ (troche to nieformalnie w tym miejscu).\ Prosta $I$ jest wiec styczng do
$o_1$ w $G'$ rownolegtg do $ABS$ i inng niz $ABS. Z tego juz wynika, ze prosta tgczaca punkty
stycznosci $ABS$ i $I$ do $o_1$ jest srednicg $o_1$ (o jednym koncu w $ES$), czyli $G'=F$
(wynika to z konstrukcji $F$).\ Stad juz wynika, ze $C, J(G)=F, G$ sg wspodtliniowe, jako srodek
jednoktadnosci, punkt i obraz punktu. item Okregi $O_1$ i $O_2% sg styczne wewnetrznie w
punkcie $B$. Srednica $AC$ okregu $O_1$ jest styczna do okregu $O_2$ w $M$. Udowodni,
ze $BMS$ jest dwusieczng kata $angle ABC$. rozw Niech $C_2$ bedzie srodkiem okregu

3/5



Jednoktadnosé

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
niedziela, 07 lutego 2010 17:27 - Poprawiony niedziela, 07 lutego 2010 17:40

$O_2%. Rozwazmy jednoktadnos¢ $J$ o srodku w $B$, przenoszacg $O 1% na $O_28%. Niech
$A'=J(A),C'=J(C)$. Z wtasnosci jednoktadnosci $A'C'S jest Srednicg $O_2% oraz $A'C'||ACS.
Ponadto $ACperp MC_2$, bowiem $ACS jest styczng. Stad $A'C'perp MC_28$, co w potaczeniu
z $|A'C_2|=|C'C_2|$ implikuje $|MA'|=|MC'|$.\ Punkt $M$ jest wiec srodkiem tuku $A'C'$
okregu opisanego na $A'BC'$, a przez ten punkt przechodzi dwusieczna, co byto udowadniane
wczesniej, wiec prosta $BM$ jest dwusieczng kata $A'BC'S$, a wiec i $ABCS. item (de facto
Tales) Punkt $P$ lezy wewnatrz czworokata wypuktego $ABCD$. Udowodnic, ze:
begin{enumerate} item Srodki bokéw tego czworokata tworza réwnolegtobok. rozw Niech
$E,F,G,H$ beda srodkami bokéw $AB,BC,CD,DA$ odpowiednio. Z twierdzenia Talesa dla
katéw o wierzchotkach $B$, $D$ jest: [EF||AC, frac{|EF|}{|AC|}=frac{1}{2}] [GH||AC,
frac{|GH|}{|AC|}=frac{1}{2}] Stad $EF||GH$ i $|EF|=|GH|$, czyli SEFGH$ jest
réwnolegtobokiem. item Srodki ciezkosci trojkatow $ABP$, $BCP$, $CDP$, $DAPS$ tworza
rownolegtobok. rozw Jednoktadnos$é $J$ srodku w $P$ i skali $frac{2}{3}$ przenosi srodki
bokdéw na srodki ciezkosci odpowiednich trojkgtow, wynika to z faktu, ze sSrodkowe przecinajg
sie w stosunku $2:1$. Oczywiscie jednoktadnos$é przenosi rownolegtobok na réwnolegtobok.
item Policzy¢ pola tych réwnolegtobokéw. rozw Pole pierwszego rownolegtoboku wynosi
$frac{1}{2}P_{ABCD}$, mozna to policzy¢ liczac pola trojkatow, kidre zostang po obcieciu. Pole
drugiego réwnolegtoboku wynosi wiec $(frac{2}{3})*2frac{1}{2}P_{ABCD}=frac{2}{9}P_{ABCD}$,
z wiasnosci jednoktadnosci. end{enumerate} item Dany jest sze$ciokat FABCDEF$. Wykazag,
ze $rodki ciezkosci trojkatow $ABCS, $BCD$, $CDES, $DEFS$, SEFAS, SFABS tworzg
szes$ciokat, w ktorym przeciwlegte boki sg rownolegte i rbwne. rozw Zauwazmy, ze para
przeciwlegtych bokéw to np. srodki ciezkosci tréjkatow: $ABC,BCD$ i $DEF,EFA$.\ Niech
$M_1,M_2,M_3,M_4% oznaczajg $rodki ciezkosci $ABC,BCD,DEF,EFA$ odpowiednio oraz
niech $G_1$ oznacza $rodek boku $BC$, $G_2% srodek boku $EF$. Jednoktadnos$¢ wzgledem
$G_18% o skali $3$ przeksztatca $M_1M_2% w $ADS, wiec
[M_1M_2||AD,frac{|{M_1M_2|}{|AD|}=frac{1}{3}] Podobnie jednoktadnosé¢ wzgledem $G_2% o
skali $3$ przeksztatca $M_3M_4$ na $ADS, stad
[M_3M_4||AD,frac{|IM_3M_4|}{|AD|}=frac{1}{3}] Z tych dwdch zaleznoéci juz wynika teza dla
tych bokéw. Dla pozostatych bokdéw rozumujemy analogicznie. item (*) Okregi $0_1,0 2% o
rownych promieniach sg styczne wewnetrznie do okregu $0$ w punktach $A,B$ odpowiednio.
Punkt $P$ nalezy do okregu $0$. Proste $PAS$, $PB$ przecinajg okregi $o_1, 0 2$ w $C,D$.
Udowodni¢, ze $CD||AB$. rozw Niech $J_{o_20}$ bedzie jednoktadnoscig wzgledem $B$
przenoszacg $o_ 2% na $0$, a $J_{oo_1}$ jednoktadnoscig o srodku w $A$ przenoszaca $0$ na
$0_1$ oraz niech $J=J {oo_1}circ J_{o_20}=J {oo_1}(J_{o_20})$. Ztozenie to przenosi punkt
$D$ na $C$, gdyz $J_{o_20}(D)=P$, $J_{oo_1}(P)=C$ oraz przenosi punkty $A,B$ na punkty
lezace na prostej $ABS, gdyz, np. dla $B$ $J_{o_20}(B)=B$, wiec $J(B)=J_{oo_1}(B)$, a

$B,J {oo_1}(B),A$ sg wspotliniowe.\ Stad $J$ przenosi prostg $ABS$ na samg siebie.\
Policzmy, jaki jest iloczyn skal jednoktadnosci $J_{o_20},J_{oo_1}3$. Niech $O_1,0_2,0% beda
$rodkami, za$ $r_1,r 2=r_1,r$ promieniami $o0_1,0 _2,0$ odpowiednio. Mamy
[J_{o_20}(O_2)=0,J_{o_20}(B)=Bhbox{ skala wynosi: }frac{|BO|}{|BO_2|}=frac{r}{r_2}]
Analogicznie wnioskujemy, ze skala $J_{oo_1}$ wynosi $frac{r_1}{r}=frac{r_2}r}$. lloczyn skal
wynosi $13$, wiec $J$, jako ztozenie jest translacja. Liczymy tylko warto$¢ bezwgledna, bo
bezposrednio widaé, ze obie skale sg dodatnie.\ Skoro $J(D)=C$, to $J=T {vec{DC}}$
(translacja o wektor $DCS$), a skoro $J(AB)=AB$, to $CD||AB$. item (*) Okregi $O_1$i $O_2$%
sg wpisane w kat o wierzchotku $P$. Ponadto sg one wpisane w katy wierzchotkowe o
wierzchotku $Q$. Niech $R$ - punkt na $O_1$. Niech proste $RP$ i $RQ$ przecinajg $O_2% w
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4 punktach. Udowodni¢, ze pewne 2 z tych punktéw sg $rednicg $O_23%. rozw Niech $J_Q$
bedzie jednoktadnoscig wzgledem $Q$ przenoszacg $O_1$ na $O_2% i niech $J_P$ bedzie
jednoktadnoscig wzgledem $P$ przenoszacg $O_1$ na $O_2$%. Niech $A=J Q(R),B=J_P(R)$.
Witedy $A,B$ nalezg do zbioru punktéw przeciecia $RP,RQ$ z $O_2$. Pozostaje wykazagé, ze
$ABS jest srednicg $O_2%.\ Niewatpliwie $J Pneq J _Q$, a wiec $Aneq B$ (Srodek, punkt,
obraz jednego punktu juz definiuje jednoktadnos$é). Niech styczna do $O_2% w $A$ nazywa sie
$a$, aw $BS$ - $b%, a do $O_1$ w $R$ - $r$. Z wtasnosci jednoktadnosci mamy $a||r$ i $b||r$.
Ponadto $aneq b$. Stad juz wynika, jak w zadaniu drugim, ze $AB$ to $rednica. item
Wszystkie zadania z kétka ze staszica. Dzieki Ci Ula! end{enumerate} paragraph{Pare
dodatkowych prostych zadan} begin{enumerate} item Dany jest trojkat SABCS$, w ktérym
$angle ACB=45%. Udowodnié, ze $|CH|=|AB|$, gdzie $H$ - ortocentrum $ABCS. item Punkty
$D,E,F$ lezg na bokach $BC, CA, ABS$ trojkata $ABC$ odpowiednio. Proste $AD,BE,CF$
przecinajg sie w $P$. Wykazagé, ze jezeli w czworokaty $AEPF$ i $BFPD$ mozna wpisaé
okregi, to mozna wpisaé okrag i w czworokat $CEPDS$.\ textbf{Wskazéwka}: Zat6zmy, ze mamy
czworokat wypukty $ABCDS$ oraz, ze poétproste $ABS i $DC$ przecinajg sie w $ES$, a potproste
$ADS i $BC$ w $F$. Wtedy w czworokat SABCD$ mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
$AE+CF=AF+CE$. item Punkty $E,F$ lezg na bokach $BC,AD$ rownolegtoboku $ABCDS,
przy czym $|BE|=|DF|$. Punkt $K$ lezy na boku $CD$. Odcinek $EF$ przecina odcinki $AK,
BK$ w punktach $P, Q$. Udowodnié, ze $P(AFP)+P(BEQ)=P(KPQ)$, gdzie $P(X)$ - pole figury
$X$. item Zadania ze skryptu p. Pompe. item Wszelkie uwagi i btedy prosze zgtaszac.
end{enumerate} end{document}
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