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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} defdeg{"{circ}} renewcommand{thethm}{}
title{Przekrety ptaszczyzny} date{} maketitle paragraph{Teoria} begin{enumerate} item
begin{defn} Katem skierowanym $angle ABC=angle (AB,BC)$ bedziemy nazywa¢ miare kata o
jaki trzeba przekreci¢ ptaszczyzne wokét $BS tak, by textbf{potprosta} $BAS$ przeszta na
poétprostg $BCS. Taki kat jest doktadnie jeden z doktadnoscig do $3607{circ}$ iz tg
doktadno$cig bedziemy mierzy¢. Ponadto, dla uzupetnienia definicji miary kata skierowanego,
zaktadamy, ze miara ta nie zmienia sie przy przesunieciu o wektor i obrocie.end{defn}
Oczywiscie jezeli przekrecimy potprostg $BAS na $BCS, a pdzniej podtprostg $BCS na $BAS, to
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otrzymujemy obrét przenoszacy poétprostg $BA$ na $BAS, czyli obrét o $0*circ}$. Stad wynika
dziwna rownos¢ [angle CBA = -angle ABC] w przeciwienstwie do zwyktych katow, gdzie mamy
$ ABC= CBAS. Zwykle przyjmuje sie, ze krecimy przeciwnie do wskazdéwek zegara, czyli kat
$angle (XO,0Y)=90"{circ}$ ($OX, OY$, to osie uktadu wspotrzednych, $X=(0,1),Y=(1,0)$).\
item W zdaniu ,,miara kata nie zmienia sie w przesunigciu o wektor i obrocie" chodzi o to, ze
jezeli mamy przeksztatcenie $J$ ktore jest obrotem lub przesunieciem o wektor, to mamy
$angle (AB,BC)=angle (J(AB),J(BC))$, gdzie $J(AB)$ to pdétprosta otrzymana po
przeksztatceniu potprostej $AB$. Zauwazmy, ze zwykta miara kata nie zmienia sie przy
przesunigciu, obrocie i symetrii wzgledem prostej. Inaczej jest z kgtami skierowanymi.
begin{lem} Kat skierowany zmienia znak w symetrii wzgledem prostej. end{lem} Dowaod:
Wezmy dowolny kat $angle ABC$. Mozna zatozy¢, ze mamy policzy¢ jego miare w symetrii
wzgledem dwusiecznej $I$ tego kata skierowanego (ktéra jest zdefiniowana tak samo, jak
dwusieczna zwyktego kata), bowiem w innym przypadku mozemy tak przesuwac i obracaé kat
(nie zmieniajac miary), ze prosta, wzgledem ktérej robimy symetrie, stanie sie tg dwusieczna.\
W symetrii wzgledem prostej $I$ pétprosta $BA$ przechodzi na $BC$, a $BC$ przechodzi na
$BAS, wiec $angle ABC$ w tej symetrii przechodzi na $angle CBA$, bowiem obrét o $alpha$
przenosi $BA$ na $BC$, wiec po symetrii przenosi on $BC$ na $BAS$. Stad kat $angle ABC$
zmienia sie w $angle CBA=-angle ABC$.\ Jezeli $S$ jest symetrig wzgledem prostej, to
przenosi ona kat skierowany na kat symetryczny do niego: $S(angle ABC)=angle
S(A)S(B)S(C)$. Stad wynika $angle S(A)S(B)S(C)=-angle ABC$, czyli [angle
S(C)S(B)S(A)=angle ABC]\ item Mozna zrezygnowaé z warunku, ze odpowiednie potproste
przechodzg na siebie i rozwazac¢ katy z doktadnoscig do $180*{circ}$, ale wtedy obrét o
$180*{circ}$ jest nie do odréznienia od obrotu o $0*{circ}$, a zwykle sg to jednak dwa rézne
przesztatcenia, wiec textbf{nie} bedziemy rezygnowac z tego warunku.\ item W katach
skierowanych katy wierzchotkowe i naprzemianlegte (zgodnie skierowane) sa rowne, bowiem
mozna odpowiednio obrdci¢ i przesunaé. Mamy réwniez zawsze [angle BAC+angle
CAD=angle BAD] Dowdd: obro6t o $angle BAC$ przenosi potprostg $AB$ na $ACS, a obrot o
kat $angle CAD$ przenosi pétprostg $ACS na poétprostg $ADS, stad obrot o kat $angle
BAC-+angle CADS$ przenosi $AB$ na $ADS, czyli z definicji $angle BAC+angle CAD=angle
BADS$ (byto tutaj milczace zatozenie, ze obrét wokét $A$ o $alpha+beta$ to ztozenie obrotu
wokot $A$ o $alpha$ i obrotu wokét $AS o $beta$).\ Mozemy wiec spokojnie dodawacé katy
skierowane, czego raczej nie mogliSmy robi¢ ze zwyktymi katami (przypadek, gdy $D$ lezy
wewnatrz kata $angle BACS$). Ta réwnosc jest gtdéwng przewaga katéw skierowanych nad
zwyktymi. Mozemy z niej wywnioskowag, ze $angle CBA = -angle ABC$, bowiem z definicji
$angle BAB=0"{circ}$.\ item Suma katéw zgodnie skierowanych tréjkata $triangle ABC$
wynosi $180*{circ}$, innymi stowy: [angle ABC+angle BCA+angle CAB=180"{circ}]
textbf{Dowdéd}: Niech $D$ bedzie obrazem $A$ w przesunieciu o wektor $vec{BC}$. Wiedy
$angle ABC=angle DCX$, gdzie $X$ lezy daleeko na potprostej $BCS. Z rownosci katow
naprzemianlegtych otrzymujemy $angle CAB=angle ACD$, wiec $$angle ABC+angle
BCA+angle CAB=angle DCX+angle BCA+angle ACD=angle BCA+angle ACD+angle
DCX=angle BCX=180"{circ}$$ Ostatnia réwnos$¢ wprost z definicji. item Najprosciej jest
mys$leé o katach skierowanych, jak o zwyktych katach ze sztucznie dodanym zwrotem (katy
lewoskretne i prawoskretne) i sztucznie okre$lonymi regutami: katy o tym samym zwrocie
dodajemy, a o przeciwnych odejmujemy. item begin{defn}Obrotem o kat skierowany
$alpha=angle (BA,AC)$ wokot $A$ nazywamy obrot wokot $AS, kiory potprostg $ABS przenosi
na pétprostg $ACS i piszemy $O_AMalpha}$. $A$ nazywamy Srodkiem obrotu. Zauwazmy, ze

2/10



Geometria -- izometrie

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
niedziela, 07 lutego 2010 17:30 - Poprawiony niedziela, 07 lutego 2010 17:40

jezeli obroét nie jest o kat $0*{circ}$, to jedynym punktem, ktéry po obrocie zostaje niezmieniony
jest $A$.end{defn} item begin{lem} Obro6t $O_A"alpha}$ da sie zapisac jako ztozenie symetrii
wzgledem prostej $BA$ z symetrig wzgledem prostej $ACS$ (najpierw odbijamy wzgledem
$BAS%) dla ktorych jest $angle (BA, AC)=frac{alpha}{2}$, co zapisujemy jako
$O_AMalpha}=S_{ACjcirc S_{BA}$. end{lem} textbf{Dowdd}: Wezmy dowolne proste $ABS$ i
$ACS, takie, ze kat skierowany pomiedzy $BA$ a $ACS to $frac{alpha}{2}$. Wtedy $angle
BAC=frac{alpha}{2}$ lub $angle BAC=frac{alpha}{2}+180"{circ}$, tak czy inaczej $2angle
BAC=alpha$.\ Wezmy dowolne $Xneq A$. Niech $X'$ oznacza $X$ odbity w symetrii
wzgledem $BAS, a $X"$ oznacza $X'$ odbity w symetrii wzgledem $ACS. Wtedy $angle
XAB=angle BAX'$ i $angle X'AC=angle CAX"$, stad $angle XAX"=angle XAB+angle
BAX'+angle X'AC+angle CAX"=2(angle BAX'+angle X'AC)=2angle BAC=alpha$.\ Zauwazmy,
ze korzystalismy w tych réwnosciach z $angle BAC+angle CAD=angle BAD$ i $angle
S(C)S(B)S(A)=angle ABCS$ i dzieki temu nie musieliSmy rozwazaé niezliczonych przypadkéow.
item begin{thm} Ztozenie obrotow $O_A*alpha}$ i $O_B*{beta}$ (najpierw obrot wokot $AS),
czyli $O_BMbeta}circ O_Aalpha}$ (sktadamy od prawej) jest begin{enumerate} item
Obrotem o kat $alpha + beta$ wokét $X$ takiego, ze $angle XAB=frac{alpha}{2}$ i $angle
XBA=-frac{beta}{2}$ jesli $alpha + betaneq 0%, item Przesunieciem ptaszczyzny o wektor
$2vec{AB}$ jezeli $alpha + beta$ jest wielokrotnoscig $360*{circ}$, czyli $alpha+beta=0$
(mierzymy z doktadnos$cig do $360*{circ}$). end{enumerate} end{thm} textbf{Dowdd}: Niech
$XA$ bedzie takg prosta, ze $angle XAB=frac{alpha}{2}$ i niech $BY$ bedzie takg prosta, ze
$angle ABY=frac{beta}{2}$ (punkty $X,Y$ lezg gdzie$ daleeko i stuzg tylko do ustalania
pétprostych). Z lematu $O_AMalpha}=S_{AB}circ S_{XA}$ i $O_B*beta}=S {BY}circ S_{AB}$,
wiec $O_B"beta}circ O_AMalpha}=S_{BY}circ S _{AB}circ S {AB}circ S_{XA}$. Oczywiscie
dwukrotna symetria wzgledem prostej $AB$ to to samo co identycznos$é, wiec [O_B*{beta}circ
O_AMalpha}=S {BY}circ S_{XA}] Rozwazmy 2 przypadki: begin{enumerate} item Proste
$AXS$ i $BYS$ sg réownolegte. Jest $angle XAB=angle YBC$, gdzie $C$ lezy na prostej $BA$ po
innej stronie $B$ niz $AS$, wiec $frac{beta}{2}+frac{alpha}{2}=angle ABY+angle XAB=angle
ABY+angle YBC=angle ABC=180"{circ}$, wiec $beta+alpha=2cdot
180"{circ}=360"{circ}=0"{circ}$.\ Niech $D$ bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny, niech
$D'$ oznacza jego obraz w symetrii wzgledem $AXS$, a $D"$ obraz $D'$ w symetrii wzgledem
$BYS$, $D_1$ oznacza rzut prostopadty $D$ na $AXS, a $D_2$ rzut prostopadty $D$ na $BYS.
Skoro $AX||BY$, to punkty $D,D_1,D_2,D',D"$ lezg na jednej prostej prostopadtej do $AXS$.\
Mamy, z wiasnosci symetrii $vec{DD_1}=vec{D_1D"1$ i $vec{D'D_2}=vec{D_ 2D"}$, ponadto,
skoro wszystko lezy na jednej linii, to
$vec{DD"}=vec{DD_1}+vec{D_1D'}+vec{D'D_2}+vec{D_2D"}=2(vec{D_1D"}+vec{D'D_2})=2vec{
D_1D_2}=2vec{AB}$. item Jezeli $AX$ i $BY$ nie sg rownolegte to $alpha+beta neq 0%
(rozumowanie analogiczne jak wyzej). Niech $C$ oznacza punkt przeciecia $AX$ i $BYS.
Mamy [O_B?{beta}circ O_AMalpha}=S_{BY}circ S_{XA}=0*2angle(XC,CY)}_C] Popatrzmy
na tréjkat $triangle ABC$. Kat $angle CAB$ to $frac{alpha}{2}$ lub $frac{alpha}{2}-180"{circ}$,
w zaleznosci od tego, po ktérej stronie prostej $ABS$ lezy $C$ i $X$ (sprawdz na rysunku), ale
zawsze zachodzi $2angle CAB=alpha$. Analogicznie $angle ABC$ moze by¢ réwny
$frac{beta}{2}$ lub $frac{beta}{2}+180"{circ}$, tak czy owak $2angle ABC=beta$.\ Skoro
$angle ABC+angle CAB+angle BCA=180"{circ}$, $alpha+beta+2angle BCA=2angle
ABC+2angle CAB+2angle BCA=0"{circ}$, wiec $2angle BCA=-(alpha+beta)$, czyli $2angle
ACB=alpha+beta$. end{enumerate} item begin{defn} Powiemy, ze 2 figury sg zgodnie
zorientowane, jezeli sg one podobne: $A_1A_2cdots A_n simeq B_1B_2cdots B_n$ i
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odpowiednie katy textbf{skierowane} sg rowne: [angle A_1A_2A 3=angle B_1B_2B_3,angle
A_2A 3A 4=angle B_2B_3B_4, cdots, angle A_{n-1}A_nA_1=angle B_{n-1}B_nB_1, angle
B_nB 1B_2=angle A nA_1A_2]end{defn} item Ten tekst powstat w duzej mierze w oparciu o
artykut prof. Piotra Grzeszczuka z Delty 10/04 dostepnego pod
emph{www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/delta1004/grzeszczuk.pdf}. end{enumerate}
paragraph{Zadania} begin{enumerate} item Punkt $P$ lezy wewnatrz tréjkata réwnobocznego
$ABCS i jest $PA=33, $PB=4%, $PC=5%. $P'$ jest takie, ze trojkat $triangle APP'$ jest zgodnie
zorientowany z $triangle ABC$. Udowodnij, ze $ PP'C=90%{circ}$. item Na ptaszczyznie dane
sg 2 tréjkaty rownoboczne zgodnie zorientowane $ABCS$ i SCDES$ (majace wspdiny wierzchotek
$C9) oraz punkty $F$ i $G$, takie, ze SAD=AF$, $BE=BG$ i $angle DAF=angle EBG$ (katy
skierowane!). Wykaza¢, ze tréjkat $CFG$ jest rownoboczny. item Na $cianach tréjkata $ABCS
budujemy, po zewnetrznej stronie trojkaty réwnoboczne. Udowodnij, ze $rodki ciezkosci tych
tréjkatow tworzg tréjkat rownoboczny. item Dane sg roztgczne oprécz punkiu $C$, zgodnie
zorientowane kwadraty $ACMNS i $KLCB$ o srodkach $P$ i $R$ odpowiednio. Niech $Q, S$
bedg srodkami odcinkow $ABS$, SML$. Wykazaé, ze $PQRSS jest kwadratem. item Dane sg
punkty $A,B,C,D$ tworzace czworokat wypukty. Punkt $P$ jest taki, ze $|AP|=|BP|$,
$|CP|=|DP|$ oraz $ APB= CPD=90"{circ}$. Udowodnij, ze $|AC|=|BD|$ i $ACperp BD$. Przy
okazji, jaki jest warunek konieczny i dostateczny na to, zeby przekatne w czworokacie
przecinaty sie pod katem prostym? item Na bokach czworokata wypuktego $ABCD$
zbudowano, po zewnetrznej stronie trojkaty prostokatne réwnoramienne $ABP$, $BCQ$,
$CDR$, $DASS, z katami prostymi przy $P,Q,R,S$. Udowodnij, ze $PRperp QS$. item Punkt
$P$ lezy wewnatrz czworokata wypuktego $ABCDS$ i jest taki, ze $ADP$ i $BCP$ sg
rownoboczne. Na bokach $AB$ i $CD$ zbudowano, po zewnetrznej stronie tréjkaty
rownoboczne $ABLS i $CDM$. Udowodni¢, ze $P$ jest Srodkiem odcinka $LMS$. item Na
zewnatrz bokow $ABS i $BCS trojkata SABCS$ zbudowano tréjkaty prostokatne réwnoramienne
$ABP$ i $BCQ$, z katami prostymi przy wierzchotkach $P$ i $Q$. Udowodnié, ze jezeli $M$ -
$rodek boku $ACS, to tréjkat SMPQS jest tez rbwnoramienny prostokatny. item textbf{58 OM, 2
etap, zadanie 2.} Dany jest pieciokat wypukty $ABCDES, w ktérym $BC=CD$, $DE=EAS, $
BCD= DEA = 90deg$. Udowodnié, ze z odcinkéw o dtugosciach $ACS$, $CES, $EB$ mozna
zbudowac tréjkat. Wyznacz miary jego katéw znajac miare $alpha$ kata SACES i miare $beta$
kata $BECS. item textbf{57 OM, 2 etap, zadanie 5.} Punkt $C$ jest srodkiem odcinka $ABS$.
Okrag $0_1$ przechodzacy przez $A,C$ przecina okrag $o_2$ przechodzacy przez $B,C$ w
roznych punktach $C,D$. Punkt $P$ jest srodkiem tego tuku $AD$ okregu $o_18$, ktéry nie
zawiera $C$. Punkt $Q$ jest srodkiem tego tuku $BD$ okregu $o_28$, ktory nie zawiera $C$.
Dowies¢, ze $CDperp PQ$. end{enumerate} end{document}
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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$¢} newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza}
newtheorem{useless}[thm]{} begin{document} renewcommand{thethm}{} defrozw{\
textbf{Rozwigzanie}: \} defdeg{”{circ}} title{Przekrety ptaszczyzny} date{} maketitle
paragraph{Teoria} begin{enumerate} item begin{defn} Katem skierowanym $angle ABC=angle
(AB,BC)$ bedziemy nazywac miare kata o jaki trzeba przekreci¢ ptaszczyzne wokot $B$ tak, by
textbf{potprosta} $BAS$ przeszta na pétprostg $BCS. Taki kat jest doktadnie jeden z
doktadnoscig do $3607{circ}$ i z tg doktadnoscig bedziemy mierzy¢. Ponadto, dla uzupetnienia
definicji miary kata skierowanego, zaktadamy, ze miara ta nie zmienia sie przy przesunieciu o
wektor i obrocie.end{defn} Oczywiscie jezeli przekrecimy poétprostg $BA$ na $BCS$, a pozniej
pétprostg $BCS na $BAS, to otrzymujemy obrét przenoszacy pétprostg $BAS$ na $BAS, czyli
obrot o $0*circ}$. Stad wynika dziwna rownos$¢ [angle CBA = -angle ABC] w przeciwienstwie
do zwyktych katow, gdzie mamy $ ABC= CBAS$. Zwykle przyjmuje sie, ze krecimy przeciwnie do
wskazowek zegara, czyli kat $angle (XO,0Y)=90"{circ}$ ($OX, OY$, to osie uktadu
wspétrzednych, $X=(0,1),Y=(1,0)$).\ item W zdaniu ,,miara kata nie zmienia sie w
przesunieciu o wektor i obrocie" chodzi o to, ze jezeli mamy przeksztatcenie $J$ ktoére jest
obrotem lub przesunieciem o wektor, to mamy $angle (AB,BC)=angle (J(AB),J(BC))$, gdzie
$J(AB)$ to pétprosta otrzymana po przeksztatceniu potprostej $ABS. Zauwazmy, ze zwykta
miara kata nie zmienia sie przy przesunigciu, obrocie i symetrii wzgledem prostej. Inaczej jest z
katami skierowanymi. begin{lem} Kat skierowany zmienia znak w symetrii wzgledem proste;j.
end{lem} Dowo6d: Wezmy dowolny kat $angle ABC$. Mozna zatozy¢, ze mamy policzy¢ jego
miare w symetrii wzgledem dwusiecznej $I$ tego kata skierowanego (ktéra jest zdefiniowana
tak samo, jak dwusieczna zwyktego kata), bowiem w innym przypadku mozemy tak przesuwac i
obracac kat (nie zmieniajgc miary), ze prosta, wzgledem ktorej robimy symetrie, stanie sie tg
dwusieczng.\ W symetrii wzgledem prostej $I$ pétprosta $BA$ przechodzi na $BCS$, a $BC$
przechodzi na $BA$, wiec $angle ABC$ w tej symetrii przechodzi na $angle CBA$, bowiem
obrot o $alpha$ przenosi $BA$ na $BC$, wiec po symetrii przenosi on $BC$ na $BA$. Stad kat
$angle ABC$ zmienia sie w $angle CBA=-angle ABCS$.\ Jezeli $S$ jest symetrig wzgledem
prostej, to przenosi ona kat skierowany na kat symetryczny do niego: $S(angle ABC)=angle
S(A)S(B)S(C)$. Stad wynika $angle S(A)S(B)S(C)=-angle ABCS$, czyli [angle
S(C)S(B)S(A)=angle ABC]\ item Mozna zrezygnowaé z warunku, ze odpowiednie potproste
przechodzg na siebie i rozwazaé katy z doktadnoscig do $180*{circ}$, ale wtedy obrét o
$180"{circ}$ jest nie do odréznienia od obrotu o $0*{circ}$, a zwykle sg to jednak dwa rézne
przesztatcenia, wiec textbf{nie} bedziemy rezygnowac z tego warunku.\ item W katach
skierowanych katy wierzchotkowe i naprzemianlegte (zgodnie skierowane) sa rowne, bowiem
mozna odpowiednio obrécic i przesungé. Mamy réwniez zawsze [angle BAC+angle
CAD=angle BAD] Dowdd: obrét o $angle BAC$ przenosi potprostg $AB$ na $ACS, a obrét o
kat $angle CAD$ przenosi potprostg SACS$ na potprostg $ADS, stad obrét o kat $angle
BAC+angle CAD$ przenosi $AB$ na $ADS$, czyli z definicji $angle BAC+angle CAD=angle
BADS$ (byto tutaj milczace zatozenie, ze obrét wokét $A$ o $alpha+beta$ to ztozenie obrotu
wokét $AS o $alpha$ i obrotu wokdt $AS o $beta$).\ Mozemy wiec spokojnie dodawac katy
skierowane, czego raczej nie mogliSmy robi¢ ze zwyktymi katami (przypadek, gdy $D$ lezy
wewnatrz kata $angle BAC$). Ta réwnosé jest gtdéwng przewaga katéw skierowanych nad
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zwyktymi. Mozemy z niej wywnioskowag, ze $angle CBA = -angle ABC$, bowiem z definicji
$angle BAB=0"{circ}$.\ item Suma katéw zgodnie skierowanych trojkata $triangle ABC$
wynosi $180*{circ}$, innymi stowy: [angle ABC+angle BCA+angle CAB=180"{circ}]
textbf{Dowdd}: Niech $D$ bedzie obrazem $A$ w przesunieciu o wektor $vec{BC}$. Wiedy
$angle ABC=angle DCX$, gdzie $X$ lezy daleeko na potprostej $BCS. Z rownosci katow
naprzemianlegtych otrzymujemy $angle CAB=angle ACD$, wiec $$angle ABC+angle
BCA+angle CAB=angle DCX+angle BCA+angle ACD=angle BCA+angle ACD+angle
DCX=angle BCX=180"{circ}$$ Ostatnia rownos$¢ wprost z definicji. item Najprosciej jest
myslec o katach skierowanych, jak o zwyktych katach ze sztucznie dodanym zwrotem (katy
lewoskretne i prawoskretne) i sztucznie okreslonymi regutami: katy o tym samym zwrocie
dodajemy, a o przeciwnych odejmujemy. item begin{defn}Obrotem o kat skierowany
$alpha=angle (BA,AC)$ wokot $A$ nazywamy obrot wokot $AS, ktory potprostg $ABS przenosi
na potprostg $ACS i piszemy $O_AMalpha}$. $A$ nazywamy Srodkiem obrotu. Zauwazmy, ze
jezeli obrot nie jest o kat $0”{circ}$, to jedynym punktem, ktdry po obrocie zostaje niezmieniony
jest $A%$.end{defn} item begin{lem} Obrét $O_A"alpha}$ da sie zapisac jako ztozenie symetrii
wzgledem prostej $BA$ z symetrig wzgledem prostej $ACS$ (najpierw odbijamy wzgledem
$BAS) dla ktérych jest $angle (BA, AC)=frac{alpha}{2}$, co zapisujemy jako
$O_AMalpha}=S_{AC}circ S_{BA}$. end{lem} textbf{Dowod}: Wezmy dowolne proste $ABS i
$ACS, takie, ze kat skierowany pomiedzy $BA$ a $ACS to $frac{alpha}{2}$. Wtedy $angle
BAC=frac{alpha}{2}$ lub $angle BAC=frac{alpha}{2}+180"{circ}$, tak czy inaczej $2angle
BAC=alpha$.\ Wezmy dowolne $Xneq A$. Niech $X'$ oznacza $X$ odbity w symetrii
wzgledem $BAS$, a $X"$ oznacza $X'$ odbity w symetrii wzgledem $ACS$. Wtedy $angle
XAB=angle BAX'$ i $angle X'AC=angle CAX"$, stad $angle XAX"=angle XAB+angle
BAX'+angle X'AC+angle CAX"=2(angle BAX'+angle X'AC)=2angle BAC=alpha$.\ Zauwazmy,
ze korzystalismy w tych réwnosciach z $angle BAC+angle CAD=angle BAD$ i $angle
S(C)S(B)S(A)=angle ABCS$ i dzieki temu nie musieli§my rozwaza¢ niezliczonych przypadkéw.
item begin{thm} Ztozenie obrotow $O_A*alpha}$ i $O_B*{beta}$ (najpierw obrot wokot $AS),
czyli $O_BMbeta}circ O_AMalpha}$ (sktadamy od prawej) jest begin{enumerate} item
Obrotem o kat $alpha + beta$ wokét $X$ takiego, ze $angle XAB=frac{alpha}{2}$ i $angle
XBA=-frac{beta}{2}$ jesli $alpha + betaneq 03, item Przesunieciem ptaszczyzny o wektor
$2vec{AB}$ jezeli $alpha + beta$ jest wielokrotnoscig $360”{circ}$, czyli $alpha+beta=0$
(mierzymy z doktadnoscig do $3607{circ}$). end{enumerate} end{thm} textbf{Dowdd}: Niech
$XAS$ bedzie takg prosta, ze $angle XAB=frac{alpha}{2}$ i niech $BY$ bedzie takg prosta, ze
$angle ABY=frac{beta}{2}$ (punkty $X,Y$ lezg gdzies$ daleeko i stuzg tylko do ustalania
pétprostych). Z lematu $O_A7alpha}=S_{AB}circ S_{XA}$ i $O_B"|beta}=S {BY}circ S_{AB}$,
wiec $O_B"beta}circ O_AMalpha}=S_{BY}circ S_{AB}circ S_{AB}circ S_{XA}$. Oczywiscie
dwukrotna symetria wzgledem prostej $AB$ to to samo co identycznosé, wiec [O_B*beta}circ
O_AMalpha}=S_{BY}circ S_{XA}] Rozwazmy 2 przypadki: begin{enumerate} item Proste
$AXS$ i $BYS$ sg rownolegte. Jest $angle XAB=angle YBCS$, gdzie $C$ lezy na prostej $BAS$ po
innej stronie $B$ niz $AS$, wiec $frac{beta}{2}+frac{alpha}{2}=angle ABY+angle XAB=angle
ABY+angle YBC=angle ABC=180"{circ}$, wiec $beta+alpha=2cdot
180"{circ}=360"{circ}=0"{circ}$.\ Niech $D$ bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny, niech
$D'$ oznacza jego obraz w symetrii wzgledem $AX$, a $D"$ obraz $D'$ w symetrii wzgledem
$BY$, $D_1$ oznacza rzut prostopadty $D$ na $AXS$, a $D_2$ rzut prostopadty $D$ na $BY$.
Skoro $AX||BY$, to punkty $D,D_1,D_2,D',D"$ lezg na jednej prostej prostopadtej do $AXS.\
Mamy, z wiasnosci symetrii $vec{DD_1}=vec{D_1D"}$ i $vec{D'D_2}=vec{D_2D"}$, ponadto,
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skoro wszystko lezy na jednej linii, to
$vec{DD"}=vec{DD_1}+vec{D_1D'}+vec{D'D_2}+vec{D_2D"}=2(vec{D_1D"}+vec{D'D_2})=2vec{
D_1D_2}=2vec{AB}$. item Jezeli $AX$ i $BY$ nie sg rownolegte to $alpha+beta neq 0%
(rozumowanie analogiczne jak wyzej). Niech $C$ oznacza punkt przeciecia $AX$ i $BY$.
Mamy [O_B7beta}circ O_AMalpha}=S_{BY}circ S_{XA}=0"2angle(XC,CY)}_C] Popatrzmy
na trojkat $triangle ABC$. Kat $angle CAB$ to $frac{alpha}{2}$ lub $frac{alpha}{2}-180"{circ}$,
w zaleznosci od tego, po ktérej stronie prostej $ABS lezy $C$ i $X$ (sprawdz na rysunku), ale
zawsze zachodzi $2angle CAB=alpha$. Analogicznie $angle ABC$ moze by¢ réwny
$frac{beta}{2}$ lub $frac{beta}{2}+180"{circ}$, tak czy owak $2angle ABC=beta$.\ Skoro
$angle ABC+angle CAB+angle BCA=180"{circ}$, $alpha+beta+2angle BCA=2angle
ABC+2angle CAB+2angle BCA=0"{circ}$, wiec $2angle BCA=-(alpha+beta)$, czyli $2angle
ACB=alpha+beta$. end{enumerate} item begin{defn} Powiemy, ze 2 figury sg zgodnie
zorientowane, jezeli sg one podobne: $A 1A 2cdots A n simeq B_1B 2cdots B n$ i
odpowiednie katy textbf{skierowane} sg rowne: [angle A_1A_2A_3=angle B_1B_2B_3,angle

A 2A 3A 4=angle B_2B 3B_4, cdots, angle A_{n-1}A_nA_1=angle B _{n-1}B_nB_1, angle
B_nB_1B_2=angle A_nA_1A_2]end{defn} item Ten tekst powstat w duzej mierze w oparciu o
artykut prof. Piotra Grzeszczuka z Delty 10/04 dostepnego pod
emph{www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/delta1004/grzeszczuk.pdf}. end{enumerate}

o= = == == e paragraph{Zadania}
begin{enumerate} item Punkt $P$ lezy wewnatrz tréjkata rownobocznego $ABCS i jest
$PA=3%, $PB=43, $PC=5%. $P'$ jest takie, ze trojkat $triangle APP'$ jest zgodnie zorientowany
z $triangle ABC$. Udowodnij, ze $ PP'C=90*circ}$. rozw Rozwazmy obrét $O_1$ wokédt $AS,
przenoszacy $B$ na $C$ (czyli obrét o $pm 607 {circ}$, zaleznie od orientacji $triangle ABCS).
Skoro $triangle ABC$ i $triangle APP'$ sg zgodnie zorientowane, to $O_1$ przenosi $P$ na
$P'$ (jezeli nie wierzysz, to rozwaz 2 przypadki - obrét o $60*{circ}$ i $-60{circ}$).\ Obrot ten
przenosi $B$ na $C$ i $P3$ na $P'$, wiec $|CP'|=|BP|=4$. Ponadto, $|PP'|=|AP|=3$, bo
$triangle APP'$ jest rownoboczny. Wiemy tez, ze $|CP|=5%$. Trojkat $PP'C$ ma boki $3,4,59,
jest wiec, z tw. odwrotnego do Pitagorasa, prostokatny, przy czym kat prosty jest miedzy
bokami dtugosci $3$ i $4%, czyli w $P'$.\ item Na ptaszczyznie dane sg 2 tréjkaty
rownoboczne zgodnie zorientowane $ABCS$ i $CDE$ (majace wspdlny wierzchotek $C$) oraz
punkty $F$ i $G$, takie, ze $AD=AF$, $BE=BGS$ i $angle DAF=angle EBG$ (katy skierowane!).
Wykazagé, ze trojkat $CFGS$ jest rownoboczny. rozw Niech $O_1$ oznacza obrét wokét $C$,
przenoszacy $D$ na $E$ (jest to obrét o $angle DCE=pm 60*{circ}$). Skoro $triangle ABC$ i
$triangle CDE$ sg zgodnie zorientowane, to $O_1$ przenosi $A$ na $B$, wiec przenosi on
$ADS$ na $BES, czyli [|AD|=|BE|] Obrét $O_1$ przenosi $F$ na punkt $F'$, taki, ze,
$|BF'|=|O_1(A)O_1(F)|=|AF|=|AD|=|BE|=|BG|$ i $angle EBF' = angle
O_1(D)O_1(A)O_1(F)=angle DAF = angle EBGS$. Drugie od konca przejscie wynika z tego, ze
obrét zachowuje katy. Z rbwnosci  [|BF'|=|BG| hbox{ i }angle EBF'=angle EBG] otrzymujemy
$F'=G$. Tak wiec obrot $O_1$ wokot $C$ przenosi $F$ na $G$, wiec $|CF|=|CG|$ i $angle
FCG=pm 60"{circ}$, czyli SFCG=60"{circ}$ (zwykly kat). Trojkat $triangle CFG$ jest
rownoramienny o kacie $60*{circ}$ miedzy ramionami, jest wiec réwnoboczny.\ Faktu, ze w
rownosci $angle DAF = angle EBG$ mamy katy skierowane, uzyli§my do udowodnienia, ze
$F'=G$. Gdyby nie byto tu katéw skierowanych, a zwykte, to ten dowdd i teza bytyby fatszywe.
item Na bokach tréjkata $ABC$ budujemy, po zewnetrznej stronie trojkaty rownoboczne.
Udowodnij, ze $rodki ciezkosci tych trojkatéw tworzg tréjkat rbwnoboczny. rozw Bez straty
0go6Inosci mozemy zatozyc, ze obrot wokot srodka ciezkosci tréjkata zbudowanego na boku
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$XY$ o $120/circ}$ przenosi $X$ na $Y$, gdzie $(X,Y)=(A,B),(B,C),(C,A)$ (czyli odp. obroty
przerzucajg $A$ na $BS$, $B$, na $C$, $C$ na $AS, zeby tak byto, wystarczy ew. pozamieniac
nazwy punktow $A,B,C$). Niech $K,L,M$ oznaczajg $rodki ciezkosci tréjkatéw zbudowanych na
bokach $AB,BC,CA$, odpowiednio. Z tego, co powiedziatem wyzej, wynika, ze
[O_K*120deg}(A)=B,0_L"120deg}(B)=C,0_M*{120deg}(C)=A] Z tych rownosci wynika, ze
[O_M7{120deg}circ O_L"120deg}circ O_K*120deg}(A)=0_M*{120deg}circ
O_LM120deg}(B)=0_M7{120deg}(C)=A] textbf{dokonczenie 1}: Twierdzenie o sktadaniu
obrotéw moéwi, nam, ze ztozenie obrotéw $O_L"120deg}circ O_K"{120deg}$ jest obrotem
wokot pewnego punktu $X$ o $240deg$. Co wiecej, wiemy, ze
$O_XM240deg}=0_L*120deg}circ O_K*{120deg}(A)=C$, tak wiec musi zachodzi¢
$|XA|=|XC|$ i $angle AXC=240deg$, czyli $angle CXA=-240deg=120deg$. Jedynym punkiem
spetniajgcym te réwnania jest punkt $M$, a wiec $X=M$. Dalej korzystajac z tego twierdzenia
otrzymujemy [angle MKL=60deg, angle MLK=-60deg] Skoro katy wewnetrzne w tréjkacie
$triangle MLK$ sg mniejsze od $180deg$, to SMKL=MLK=60deg$, a wiec trojkat $triangle
MKLS$ jest rownoboczny.\ textbf{dokonczenie 2:} Zamiast szukaé $X$ z definicji, mozemy pojsé
dalej i stwierdzi¢, ze z tw. o sktadaniu obrétow, przeksztatcenie $O_M*{120deg]circ
O_LM120deg}circ O_K*120deg}$ jest przesunieciem o wektor (bo
$120deg+120deg+120deg=0deg$), a skoro zachowuje ono na miejscu punkt $A$, to musi byé
identyczno$cia (przesunieciem od wektor zerowy), gdyz przesunigcie o wektor niezerowy nie
zachowuje zadnego punktu. Mamy wiec [O_M*{120deg}circ O_L"120deg}circ
O_KM120deg}=operatornamef{id}] czyli [O_M*{-120deg}circ O_M"{120deg}circ
O_LM120deg}circ O_K*M120deg} = O_M*-120deg}] [O_L*120deg}circ O_K*120deg} =
O_MM-120deg}] Stad bezposrednio wnioskujemy, ze $X$, okreslony jak w dokonczeniu 1. jest
rowny $M$. Dalsze rozumowanie jak w dokonczeniu 1. item Dane sg roztaczne oprécz punktu
$C$, zgodnie zorientowane kwadraty SACMNS$ i $KLCB$ o srodkach $P$ i $R$ odpowiednio.
Niech $Q, S$ beda srodkami odcinkéw $ABS, $ML$. Wykazac, ze $PQRSS$ jest kwadratem.
rozw Niech $O_1$ bedzie obrotem o srodku w $P$ przeksztatcajagcym $A$ na $C$, jest to
obrét o $pm 90deg$. Wiedy obrét $O_23$ o srodku w $R$ o te sama ilos¢ stopni co $O_1$
przeksztatca $C$ na $B$, gdyz SACMNS i $KLCB$ sg zgodnie zorientowane.\ Rozwazmy
ztozenie: [O_2circ O_1] Jest to obrét o $pm 90deg=pm 180deg=180deg$, gdyz mierzymy z
doktadnoscig do $360deg$, wokét pewnego $X$. Ponadto obrot ten przeksztatca $A$ w $C$,
czyli $X$ jest srodkiem odcinka $ACS$, a wiec $X=S$. Z tw. o ztozeniu obrotéw [angle
SPR=45deg hbox{ i } angle SRP=-45deg] Skoro sa to katy w tréjkacie, czyli ich miary sg
mniejsze od $180deg$, to [SPR=SRP=45deg hbox{(,,zwykte" katy)}] Trojkat $PSR$ jest wiec
rownoramienny i prostokatny. Rozpatrujac ztozenie obrotéw wokét $P$ i $R$
przeksztatcajgcych $M$ na $C$ i $C$ na $L$, udowadniamy, ze $PQR$ jest prostokatny
rownoramienny, a wiec $PQRSS$ jest kwadratem. item Dane sg punkty $A,B,C,D$ tworzace
czworokat wypukty. Punkt $P$ jest taki, ze $|AP|=|BP|$, $|CP|=|DP|$ oraz $ APB=
CPD=90%{circ}$. Udowodnij, ze $|AC|=|BD|$ i $ACperp BD$. Przy okazji, jaki jest warunek
konieczny i dostateczny na to, zeby przekatne w czworokgcie przecinaty sie pod katem
prostym? rozw Skoro $ABCD$ jest wypukty (wazna jest tutaj kolejnosé wierzchotkow), to katy
$angle APBS$ i $angle CPD$ sg zgodnie zorientowane. Obrot $O$ wokét $P$, przeksztatcajacy
$AS$ na $BS przeksztatca tez $AC$ na $BD$, wiec $|AC|=|BD|$. Obrot $O$ jest obrotem o $pm
90deg$, wiec kat skierowany miedzy $AC$ a $BD$ wynosi tez $pm 90deg$, zwykty kat wynosi
wiec $90deg$, czyli $ACperp BD$.\ Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby
przekatne w czworokacie wypuktym przecinaty sie pod kgtem prostym jest: sumy kwadratow
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dtugosci przeciwlegtych bokéw sa rowne, inaczej, $|AB|*2+|CD|*2=|AD|"2+|BC|*2$. item Na
bokach czworokata wypuktego $ABCD$ zbudowano, po zewnetrznej stronie trojkaty
prostokatne rownoramienne $ABP$, $BCQS$, $CDR$, $DASS, z katami prostymi przy
$P,Q,R,S$. Udowodnij, ze $PRperp QS$. rozw Niech $O_1$ bedzie obrotem wokét $P$
przeksztatcajgcym $A$ na $B$, a $O_23% obrotem wokot $Q$ przeksztatcajacym $B$ na $C$.
Obroty te sg zgodnie zorientowane, wiec rozumujemy jak w zadaniu 4. i stwierdzamy, ze
[O_2circ O_1=0"{180deg}_M] gdzie $M$ jest srodkiem $ACS. Stad, rozumujac jak dalej w
zadaniu 4.: [[MP|=|MQ| hbox{ i } PMQ=90deg] Analogicznie stwierdzamy, ze [[MP|=|MR]|
hbox{ i } RMS=90deg] Pozostaje krotko uzasadni¢, ze $PQRSS$ jest wypukly (wskazoéwka:
mozna rozwazy¢ podziat ptaszczyzny prostymi zawierajgcymi boki $ABCDS$) i skorzystac z
poprzedniego zadania. item Punkt $P$ lezy wewnatrz czworokata wypuktego $ABCDS i jest
taki, ze $ADP$ i $BCP$ sg réwnoboczne. Na bokach $AB$ i $CD$ zbudowano, po zewnetrznej
stronie trojkaty rownoboczne $ABL$ i $CDM$. Udowodnic, ze $P$ jest sSrodkiem odcinka $LMS.
rozw Rozwazmy ztozenie obrotu $O_1$ wokot $AS, przeksztatcajgcego $L$ na $BS$, $O_2%
wokot $P$ przeksztatcajgcego $B$ na $C$, $O_3% wokot $D$, przeksztatcajgcego $C$ na
$M$. Te 3 obroty sg zgodnie zorientowane (zréb rysunek i popatrz dlaczego) i sg to obroty o
$pm 60deg$. Ztozenie $O_3circ O_2circ O_1$ jest wiec obrotem o $pm 3cdot 60deg=180deg$,
przenoszacym $L$ na $M$, jest wiec obrotem wokét srodka odcinka $LM$.\ Ztozenie obrotéw
wokét $AS | $P$ jest obrotem o $pm 120deg$ wokot punktu $X$, takiego, ze [angle XAP=pm
30deg hbox{ i } angle XPA=mp 30deg] Punkt $X$ jest wiec (zréb rys. i patrz rys.) punktem
symetrycznym do $rodka tréjkata $APD$ wzgledem prostej $AP$.\ Popatrzmy teraz na
ztozenie obrotéw o $pm 120deg$ wokédt $X$ i o $pm 60deg$ wokét $D$, jak na obrét o
$180deg$ wokot $Y$. Punkt $Y$ musi spetniaé [angle YXD=pm 60deg hbox{ i } angle YDX=mp
30deg] Zauwazmy, ze punkt $P$ spetnia obie te zaleznosci (a punkt je spetniajacy jest tylko
jeden), jest wiec $P=Y$, co konczy dowdd, bowiem $O_Y*{180deg}(L)=M$. item Na
zewnatrz bokow $ABS$ | $BCS trojkata $ABC$ zbudowano tréjkaty prostokatne rownoramienne
$ABPS$ i $BCQ$, z katami prostymi przy wierzchotkach $P$ i $Q$. Udowodnié, ze jezeli $M$ -
$rodek boku $ACS, to trojkat SMPQS$ jest tez rownoramienny prostokatny. rozw Ztozenie
obrotu wokét $P$, przeksztatcajacego $A$ na $BS$ i obrotu wokot $Q$, przeksztatcajacego $B$
na $C$ jest obrotem o $180deg$, przeksztatcajgcym $A$ na $C$, jest wiec obrotem wokot
$M$, czyli SMPQ=MQP=45deg$, trojkat SMPQ$ jest wiec prostokatny i réwnoramienny
(szczegdty jak w zadaniu 4.). item textbf{58 OM, 2 etap, zadanie 2.} Dany jest pieciokat
wypukly SABCDES, w ktérym $BC=CD$, $DE=EA$, $ BCD= DEA = 90deg$. Udowodni¢, ze z
odcinkéw o dtugosciach $ACS, $CES$, $EB$ mozna zbudowac tréjkat. Wyznacz miary jego
katéw znajac miare $alpha$ kata SACES i miare $beta$ kata $BECS. rozw Jezeli potraktujemy
pieciokat z zadania jako trojkat $ABD$ z doczepionymi tréjkatami prostokatnymi
rownoramiennymi, to, stosujgc poprzednie zadanie, otrzymujemy $ECM$ - prostokatny
rownoramienny (kat prosty przy $M$), gdzie $M$ - Srodek $ABS$.\ Obrot o $180deg$ wokot
$M$ przenosi $A$ na $BS i da sie rozpisac jako ztozenie symetrii wzgledem $MC$ z symetrig
wzgledem $MES$, gdyz $CMperp ME$ (patrz lemat w czesci teoretycznej), czyli [S_{ME}circ
S_{CM}(A)=B] Niech $K=S_{CM}(A)$. Wtedy $|KC|=|CA|$ i $S_{ME}(K)=B$, wiec $|KE|=|BE|$.
Trojkat $EKC$ ma wiec dtugosci bokéw $AC,CE,EB$. Pozostaje wyliczy¢ jego katy. Jest SMEB
= MEC - BEC=45-alpha$, wiec $KEC=2(45-alpha)+alpha=90-alpha$. Analogicznie
$KCE=90-beta$, wiec SEKC=alpha+beta$. Mozemy tak swobodnie wszystko dodawa¢, mimo,
ze sg to katy zwykte, bo pieciokat FABCDES$ jest wypukty i to narzuca odpowiednie potozenie
punktow na ptaszczyznie (zréb rys. i patrz rys.). item textbf{57 OM, 2 etap, zadanie 5.} Punkt
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$CS$ jest srodkiem odcinka $AB$. Okrag $o_1$ przechodzacy przez $A,C$ przecina okrag
$0_28% przechodzacy przez $B,C$ w roznych punktach $C,D$. Punkt $P$ jest Srodkiem tego
tuku $ADS okregu $o0_19$, ktory nie zawiera $C$. Punkt $Q$ jest srodkiem tego tuku $BD$
okregu $o_2$, ktdry nie zawiera $C$. Dowiesé, ze $CDperp PQS. rozw Katy $angle BQD$ i
$angle DPAS$ s3a zgodnie zorientowane. Ponadto (w zwyktych katach) $BQD=180deg - BCD$ i
$DPA=180deg-ACD$ (punkty $P,Q,D$ lezg z tej samej strony $AB$), wiec
$BQD+DPA=180deg$. Skoro katy te sg zgodnie zorientowane to [angle BQD+angle
DPA=180deg] Obrét o $angle BQD$ wokoét $Q$ przeksztatca $B$ na $D$, a obrét o $angle
DPA$ wokét $P$ przeksztatca $D$ na $AS$, wiec ztozenie $O_P*angle DPA}circ O_QMangle
BQD}$ przeksztatca $B$ na $A$, a jest ono obrotem o $angle BQD+angle DPA=180deg$ wokéot
pewnego $X$, a wiec $X$ musi byé srodkiem boku $ABS, czyli $X=C$.\ Z tw. o sktadaniu
obrotéw otrzymujemy wiec [angle CPQ=frac{angle DPA}2}] poniewaz $frac{DPA}{2}$ jest
katem o mierze mniejszej niz $180deg$ (przechodzac od katéw skierowanych do zwyktych
musimy pamietaé, o tym, ze mogtoby, teoretycznie, by¢ $CPQ=pm 180deg + frac{DPA}{2}$, bo
liczymy z doktadnoscig do $360deg$ miare $DPAS), to i [CPQ = frac{DPA}2}] Z drugie;j
strony, czego zreszta milczaco uzytem przy definiowaniu obrotéw, jest $|PA|=|PD|$, wiec
$triangle DPAS$ jest réwnoramienny, a wiec
[ADP=frac{180deg-DPA}{2}=90deg-frac{DPA}{2}=90-CPQ] Poniewaz wszystko lezy tak jak
powinno :P, w szczegolnosci pétprosta $CD$ przecina $PQS, to jezeli oznaczymy punkt
przeciecia $CD$ z $PQS jako $ES, to katy w trojkacie SCEPS spetniajg $PCE=90deg-CPES$,
wiec [CEP=90deg] To konczy dowodd. end{enumerate} end{document}
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