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Y%subsection{Mtodsi~--- warunki} begin{problem}[Przyktad]  Liczby dodatnie $a, b, c$ sg
takie, ze $a + b + ¢ = frac{1}{223}$.  Uzasadnij, ze $frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c} geq
2007$. end{problem} vskip 1Tem W-~wiekszosci wypadkoéw stykajac sie z~nieréwnoscig
zawierajgcg warunek mozemy go usung¢. Metoda uzywa tzw. wyrazen jednorodnych.
Zauwazmy, ze podstawienie w~wyrazeniu $frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c}$ zamiast $a$
liczby $ncdot a$, zamiast $b$ liczby $ncdot b$ i~zamiast $c$ liczby $ncdot c$ da nam
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wyrazenie $n*{bold{-1}}cdot left( frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c} right)$. Powiemy wiec, ze
wyrazenie $frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c}$ jest jednorodne stopnia $bold{-1}$. Pora na
formalng definicje $ddotsmile$, ktéra w~zasadzie nie jest potrzebna, jak sie zrozumie, o~co
chodzi: begin{defn}[Wyrazenie jednorodne]  Wyrazenie jest jednorodne stopnia $k$, jezeli
dla kazdego $n > 0$  po powiekszeniu $n$ razy  kazdej ze zmiennych wyjsciowe
wyrazenie przyjmuje warto$¢ $n*k$ razy  wieksza. end{defn} begin{cor}  Jezeli
wyrazenie $W$ jest stopnia $k$ i~$V$ jest stopnia $k$, to $W + V$  jest stopnia $k$. Jezeli
$W$ jest stopnia $k$, a~$V$ stopnia $I$, to  $Wecdot V$ jest stopnia $k + I$. end{cor}
Przyktady wyrazen (zmienne wszedzie $a, b, ¢$): begin{multicols}{2} begin{enumerate}
item Wyrazenia $a, a + 2cdot b, a + b + ¢$ sg jednorodne stopnia $18$, gdyz $(na) = ncdot
(a), (na) + 2cdot (nb) = ncdot (a + 2cdot b)$ oraz $(na) + (nb) + (nc) = ncdot (a + b+ ¢)$.
item Wyrazenie $4$ jest jednorodne stopnia $0$~--- cokolwiek nie zmienialiby$my
w~zmiennych $a, b, c$ wartosé jest stata. Jednorodne stopnia $0$ jest tez wyrazenie
$frac{b}{c}$ oraz np. wyrazenie $frac{b"2}{ac} + 2 + a{-1}b$. item Wyrazenie
$frac{a”4}{b} + bccdot sqrt{ab}$ jest jednorodne stopnia $3$, bo [
frac{(na)"4}2 + (nb)(nc)cdot sqgrt{(na)(nb)} = n*3cdot left(frac{a”4}{b} + bccdot
sqrt{ab}right). ] item Wyrazenie $a”2 + b$ nie jest jednorodne, bo (emph{to nie
formalne wyjasnienie}) $(ncdot a)*2 + nb = n"2 a2 + ncdot b$ i~tego nie da sie
przedstawi¢ w~postaci $n”kcdot (a”2 + b)$. end{enumerate} end{multicols}
begin{sol}[Rozwigzanie zadania $1$] emph{Czes¢ nieoficjalna~--- jak wykorzysta¢ warunek.}
Chcemy tak uzy¢ warunku, by w~nierdwnosci bedacej tezg strony byty  jednorodne
i~réwnych stopni. $frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c}$ jest stopnia $-1$, a~$2007$ jest
stopnia $0$. W~warunku lewa  strona jest stopnia $1$ a~prawda stopnia $0$, zatem
wymnazamy lewg strone  teza przez (dodatnig!) lewg strone warunku, a~prawg strone tezy
przez  prawg strone warunku: [ (a + b + c)cdot left( frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c}
right)y geq9 ] co po podzieleniu przez $3cdot left( frac{1}{a} + frac{1}{b} + frac{1}{c}
right)$ jest nierbwnoscig pomiedzy $rednig arytmetyczng,  a~harmoniczna. end{sol}
emph{Wszystkie ponizsze zadania po odpowiednim wstawieniu warunku sprowadzajg sie do
nieréwnosci, ktére mozna udowodni¢ stosujac srednig arytmetyczng i~geometryczna.}
begin{problem}  Kwadraty liczb dodatnich $a, b, c$ sumuja sie do $1$. Uzasadnij, ze
$-frac{12} leg ab + bc + ca leq 1$. end{problem} begin{problem} Liczby dodatnie $a, b,
c$ spetniajg warunek $a + b + ¢ = 1$. Udowodnij, ze ~ zachodzi nieréwnosé $a*2 + b"2 + c2
-2(ab+bc +ca)geq -frac{1}3}$. end{problem} begin{problem} lloczyn liczb dodatnich
$a, b, c$ jest rowny $1$. Udowodnij, ze $a + b + c geq 3$. Wykaz tez, ze $a*2 + b"2 + c"2
geq 3%. end{problem} begin{problem} lloczyn liczb dodatnich $a,b,c,d$ to $2011$. Jaka
jest najmniejsza wartos¢  wyrazenia $a*{-1} + bM-1} + cM-1} + d*-1}$? end{problem}
begin{problem}[Zadanie $star$] Liczby dodatnie $a, b, c$ sumuja sie do $1$. Pokaz, ze
$(1+a)(1+b)(1+c)  geq 8(1-a)(1-b)(1-c)$. end{problem} end{document}
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