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begin{defn}  Niech liczby $a_1,dots,a_n$ bedg dodatnie. Definiujemy srednie:
begin{enumerate} item Harmoniczna: $H_n(a_1,dots,a_n):=frac{n}{frac{1}{a_1} +
frac{1}{a_2} + dots + frac{1}{a_n}}.$ np. $H_3(a, b, c) = frac{3}{frac{1}{a} + frac{1}{b} +
frac{1}{c}}$. item Geometryczng: $G_n(a_1,dots,a_n):=sqrt[n]{a_1cdot a_2cdot
dots cdot a_n}$, np. $G_6(q,w,e,r,t,y) = sqrt[6]{qwerty}$. item Arytmetyczna;:
$A n(a_1,dots, a_n) :=frac{a_1 + a_2 + dots + a_nHn}$, np. $A_2(x, y) = frac{x+y}2}$.

item Kwadratowa: $K_n(a_1,dots,a_n):=sqgrt{frac{a_1"2 + a_2"2 + dots +
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a_n"2}{n}}$, np. $K_4(1, 2, 3, 4) = sgrt{frac{1 + 4 + 9 + 16}{4}}$.  end{enumerate}
end{defn} emph{Celem tego kétka jest udowodnienie nastepujgcego twierdzenia (w~wersji
bez gwiazdki, dla $nleq 4$:} begin{thm}[Nieréwnos¢ pomiedzy srednimi]  Jezeli liczby
$a_1,dots,a_n$ sg dodatnie,to [ H_n(a_1,dots,a_n)leq G_n(a_1,dots,a_n) leq
A n(a_1,dots,a_n)leq K_n(a_1,dots,a_n). ] end{thm} begin{problem} emph{Na
poczatku udowodnisz nieréwnosé $G_nleq A_n$.} begin{enumerate} item Udowodnij, ze
$G 2(a_1,a 2)leqgA 2(a_1,a 2)$. item Udowodnij nierownosé $G_4(a_1,a 2,a 3,a 4) leq
A 4(a_1,a 2, a_3,a_4)$.\emph{Zauwaz, ze $G_4(a_1,a_2,a_3,a 4) =
G 2(G_2(a_1,a_2),G_2(a_3, a_4))$. Zastosuj $G_2leg A_2$.}  item Udowodnij nieréwnos¢
$G_3(a_1,a_2,a 3)leqA _3(a_1,a_2,a 3)$.\ emph{Przeksztat¢ nierownos¢
$G 4(a_1,a 2,a 3,A(a_1,a 2,a 3)) leq A 4(a_1,a 2,a 3,A 3(a_1,a 2,a 3))$.}] item
$star$. Uogdlinij poprzednie podpunkty aby udowodnié, ze jesli $G_n leq A_n$ to $G_{2n}
leg A_{2n}$ oraz $G_{n-1}leq A {n-1}$. Wywnioskuj, ze $G_n leq A_n$ jest prawdziwe
dla wszystkich $ngeq 1$ stosujac np. dziwny rodzaj indukcji. end{enumerate}
end{problem} begin{problem}  Udowodnij, ze = begin{enumerate} item
$H n(a_{1}Mf-1},a_27{-1},dots, a_nM-1}) = A n(a_1,dots,a_n)*{-1}$ item
$G_n(a_{1}M-1},a_2"-1},dots, a_n™-1}) = G_n(a_1,dots,a_n)M-1}8$. item $H_n
leq G_n$. emph{Zastosuj $G_nleq A_n$ dla odwrotnosci.}  end{enumerate} end{problem}
begin{problem}  Udowodnij $A n leq K_n$, podnoszac obie strony do kwadratu. Jezeli masz
problemy, sprébuj najpierw dla $n=2%, potem ewentualnie $n=3%. end{problem}
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