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wierzchotkami, nie ma krawedzi prowadzacych z wierzchotka do tego samego
wierzchotka). emph{Stopniem} wierzchotka nazywamy ilos¢é krawedzi wychodzacych z
tego wierzchotka. Uzasadnié, ze pewne dwa wierzchotki majg ten sam stopien. item
Uzasadnij, ze liczba postaci $8k-1$ gdzie $kin mathbb{Z}$ nie moze by¢ przedstawiona
w postaci sumy trzech kwadratéw liczb catkowitych. item Udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej $n$ czes¢ catkowita liczby $$frac{n"2 + n}{3}$$ jest parzysta.
item Dane sg okregi $O_1, O_2$, przecinajace sie w punktach $A,B$. Punkt $P$ lezy na
prostej $ABS, proste $PX$, $PY$ sg styczne do $0O_18, $O_2% odpowiednio. Uzasadni¢,
ze $|PX| = |IPY|$. end{enumerate} vskip 2cm section{Eliminacje do PTM}
begin{enumerate} item Dany jest graf nieskierowany, prosciej méwigc wierzchotki
potgczone krawedziami (co najwyzej jedna krawedz pomiedzy dwoma réznych
wierzchotkami, nie ma krawedzi prowadzgcych z wierzchotka do tego samego
wierzchotka). emph{Stopniem} wierzchotka nazywamy ilos¢ krawedzi wychodzacych z
tego wierzchotka. Uzasadnié, ze pewne dwa wierzchotki majg ten sam stopien. item
Uzasadnij, ze liczba postaci $8k-1$ gdzie $kin mathbb{Z}$ nie moze by¢ przedstawiona
w postaci sumy trzech kwadratow liczb catkowitych. item Udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej $n$ czes¢ catkowita liczby $$frac{n"2 + n}{3}$$ jest parzysta.
item Dane sg okregi $O_1, O_2$, przecinajace sie w punktach $A,BS. Punkt $P$ lezy na
prostej $ABS, proste $PX$, $PY$ sg styczne do $O_18%, $O_2% odpowiednio. Uzasadnié,
ze $|PX| = |[PY|$. end{enumerate} end{document}

Zrodto rozwigzan w texu.

Y% File: zad2.tex %  Created: wto kwi 27 09:00 2010 C % Last Change: wto kwi 27
09:00 2010 C documentclass[10pt]{article} usepackage{amssymb} usepackage{amsmath}
textwidth 16cm textheight 24cm oddsidemargin Ocm topmargin Opt headheight Opt headsep
Opt usepackage[polish]{babel} usepackage[utf8]{inputenc} usepackage[T1]{fontenc}
usepackage{import} %usepackage{MnSymbol} %
———————————————————————————————————————————————————————————————— vfuzz4pt % Don't report over-full v-boxes if
over-edge is small hfuzz4pt % Don't report over-full h-boxes if over-edge is small %
THEOREMS ------memmm oo newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section]
newtheorem{cor}[thm]{Wniosek} newtheorem{lem}[thm]{Lemat}
newtheorem{defn}[thm]{Definicja} newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$c}
newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza} newtheorem{useless}[thm]{}
newtheorem{problem}[thm]{Zadanie} newenvironment{proof}{noindenttextsc{Dowdd.}}
{nolinebreak[4]nfill§blacksquare$\par} newenvironment{sol}{noindenttextsc{Rozwigzanie. }}
{par} defrozw{$ $\textbf{Rozwigzanie}: \} defdeg{{circ}} deffloor#1{leftlfloor #1rightrfloor}
subimport{../}{style} %include{style} defsource#1{\Zrodto: #1} begin{document}

section{Eliminacje do PTM} begin{enumerate} item Dany jest graf nieskierowany,
prosciej méwigc wierzchotki potgczone krawedziami (co najwyzej jedna krawedz
pomigedzy dwoma roznych wierzchotkami, nie ma krawedzi prowadzacych z wierzchotka

do tego samego wierzchotka). emph{Stopniem} wierzchotka nazywamy ilo$¢

2/3



Eliminacje do konkursu PTM dla klas pierwszych -- wersja 2

Whpisany przez Joachim Jelisiejew
sobota, 08 maja 2010 18:27 -

krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka. Uzasadnié, ze pewne dwa wierzchotki majg
ten sam stopien. begin{proof} Zat6zmy, ze graf ma $n geq 1$ wierzchotkdw.
Zauwazmy, ze z warunkoéw zadania wynika, ze wierzchotek moze mieé stopien
$$0,1,dots,n-1$$ Rozwazmy dwa przypadki: begin{enumerate}
item Istnieje wierzchotek stopnia $0$. Wierzchotek stopnia $0$ nie jest
potgczony z zadnym wierzchotkiem, wiec zaden wierzchotek nie jest potgczony
z nim, czyli nie istnieje wierzchotek stopnia $n-13. Mamy $n$
wierzchotkéw i $n-1$ mozliwych stopni: $0,1,dots,n-2%$. Ktéres dwa wierzchotki
muszg mieé ten sam stopien. item Analogicznie jak w przypadku
poprzednim -- mamy $n$ wierzchotkéw i $n-1$ mozliwych stopni: $1,2,dots,n-1$.
end{enumerate} $9 end{proof} item Uzasadnij, ze liczba postaci
$8k-1$ gdzie $kin mathbb{Z}$ nie moze by¢ przedstawiona w postaci sumy trzech
kwadratéw liczb catkowitych. begin{proof} Kwadraty liczb catkowitych dajg
reszty $0,1,4$ z dzielenia przez $8%: begin{tabular}{|c||c|c|c|c|c|c|c|c]}
hline In$&0&1&2&3&4&5&68&7\ hline $n"2 mod
8$&0&1&4&1&0&1&4 &1\ hline end{tabular}
emph{Zauwazmy tutaj, ze $(n-k)"2 equiv k"2 mod n$, wiec wystarczytoby policzyé
reszty $0,1,2,3,4%, co jest krotsze :)} Gdyby zachodzita rownosé $ExN2 + yr2
+2z"2=8k-13$ dla pewnych $x,y,z,kin mathbb{Z}$, to musiataby takze zajs¢
rownosé $$r x +r_y +r_z equiv -1 mod 8%$$ gdzie $r_x,r_y,r zin left{ 0,1,4
right}$. Taka réwnosé nie zachodzi -- bezpos$rednio sprawdzamy wszystkie
mozliwosci. end{proof} item Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej $n$ czesé
catkowita liczby $$frac{n2 + n}{3}$$ jest parzysta. begin{proof}
Najproéciej bezposrednio to przeliczyc. Niech $n$ bedzie dowolng liczbg
catkowita, $n = 3k + r$ gdzie $0leq rleq 2%. Obliczam: $$floor{frac{n"2 + n}{3}}
= floor{frac{9k"2 + 6kr + r*2 + 3k + r{3}} = (Bk"2 + k) + 2kr + floor{frac{r"2 + r{{3}}$$
Wystarczy sprawdzié, ze wszystkie wyrazy sumy po prawej sg parzyste.
$2kr$ jest parzyste. $3k"2 + k$ jest takze parzyste, gdyz $$3kN2 = 2k"2 +
k"2 equiv k"2 equiv k mod 2$$ $$3k"2 + k equiv 2k equiv 0 mod 2$$
Parzystosé $floor{frac{r*2 + r}{3}}$ przeliczamy bezposrednio podstawiajac $r=0,1,2$.
end{proof} item Dane sg okregi $O_1, O_2$, przecinajace sie w punktach $A,B$.
Punkt $P$ lezy na prostej $AB$, proste $PX$, $PY$ sg styczne do $0_18, $O_2%
odpowiednio. Uzasadni¢, ze $|PX| = |PY|$. begin{proof}
begin{thm}[Twierdzenie o siecznych, wersja ze styczng] Niech dany bedzie okrag
$0$ i punkt $P$ lezacy poza okregiem $0$. Prosta $PC$ jest styczna do $0$ w $C$,
inna prosta przechodzaca przez $P$ przecina $0$ w $A,BS. Wtedy
$$|PA|cdot |PB| = |PC|*2$$ end{thm} Stosuje twierdzenie dla punktu $P$,
okregu $O_1$ i prostej $ABS$: $$|PX|*2 = |PA|cdot |PB|$$ oraz punktu $P$,
okregu $O_2$ i prostej $ABS: $$|PY|"2 = |PA|cdot |PB|$$ emph{Uwaga: tutaj
po cichu korzystamy z zatozenia, ze $AB$ jest wspdlng cieciwg $O_13i $O_2%.}
Laczac powyzsze rownosci: $|PX|"2 = |PY|*2$, a wiec $|PX| = |[PY|$. end{proof}
end{enumerate} end{document}
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