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+ sqri{y"2 + z"2}$ begin{proof} Podobnie jak w poprzednim zadaniu, niech:

$$A=(-z,0), B=(0,y), C=(t,0), D=(0,-x)$$ Witedy nieréwno$¢ przeksztatca sie

po postaci $$|AD| < |IDC| + |CB| + |BA|$$ prawdziwej na mocy nierownosci
tréjkata: $$|AD| < |DC| + |CA| < |IDC| + |CB| + |BA|$$ przy czym zadne 3
punkty nie sg wspétliniowe, wiec nierownosé tréjkata mozna stosowac.

end{proof} end{enumerate} item Znalez¢ wszystkie pary $(a,b)$ liczb catkowitych, takich, ze
$$hbox{ dla kazdej niezerowej liczby catkowitej }x hbox{ liczba }x"2+ax+bhbox{ jest

pierwsza.}$$ begin{sol} textbf{Odpowiedz:} Takie pary nie istnieja. Niech
pomocniczo $f(x) = x"2 + ax + b$. Zatézmy, ze taka para $(a,b)$ istnieje, czyli $f(x)$
jest pierwsze dla wszystkich $x$ poza $0$. Rozwazmy najpierw przypadek
$b=0%. Mamy wykazaé, ze $x(x+a)$ jest pierwsze dla wszystkich $x$ poza $0$ -- to jest
oczywista bzdura. A wiec $bneq 0$. Mozemy zatem twierdzi¢, ze dla kazdego $k$
niezerowego liczba $$f(kb) = k"2b"2 + akb + b = b(k"2b+ka+1)$$ jest
pierwsza. Zatézmy, ze $bneq 1 hbox{ i }bneq -1$, a wiec dla kazdego
niezerowego catkowitego $k$ musi by¢ $k"2b + ka +1 = 1hbox{ lub }k"2b + ka + 1=-1§,
gdyz iloczyn $b$ i $k*2b+ka+1$ jest liczbg pierwsza. Wielomian $bx"2 + xa
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+1$ przyjmuje nieskonczenie wiele razy warto$¢ $1$ lub nieskonczenie wiele razy
warto$¢ $-1$ ( we wszystkich nieskonczenie wielu liczbach catkowitych niezerowych
przyjmuje jedng z tych wartoéci). Ale wielomian, ktory nieskonczenie wiele razy
przyjmuje te samg warto$c¢ jest staty (emph{to jest uzycie mocnej teorii}), zatem
$bx"2+xa+1equiv 0% (réwnos¢ wielomiandw), $b=0$, sprzecznosé. Z tego
wszystkiego wynika $b=pm 1$. Zatézmy, ze $aneq 0$. Wtedy $-aneq 0%, wiec
$$f(-a) = b$$ jest pierwsza. Ale to nieprawda, gdyz $b=pm 1. Zatem $a=0%.
Skoro $b=pm 1$ to mamy juz tylko dwa przypadki: $$x2 + 1hbox{ lub }x"2-1$$
warto$ci obu tych wyrazen nie sg liczbami pierwszymi juz dla $x=3%. Sprzecznosc.
end{sol} item W trojkacie ostrokatnym $ABC$ kat przy wierzchotku $C$ ma miare
$45"circ}$ oraz $|AB|=1$. Punkty $D,E$ lezg na bokach $BC,AC$ odpowiednio, oraz $AD

perp BC, BEperp AC$. Obliczy¢ $|DE|$, odpowiedz uzasadnié. begin{proof}
Rozwigzanie znajduje sie na oficjalnej stronie podlaskiego konkursu matematycznego --
tj. na signum.pb.bialystok.pl lub (moze w jakiejs przysztosci) www.ptm.pb.bialystok.pl
w dziale ~"Konkurs Matematyczny PB 2010" zadania przygotowawcze dla
gimnazjum -- rozwigzania. end{proof}  item Wykazadé, ze istnieje liczba postaci
$11dots1$ podzielna przez $7052010705201$. begin{proof} Niech
$n=7052010705201%. Zauwazmy, ze liczba $n$ jest wzglednie pierwsza z $10$ tj.
$NWD(n,10) =18%. Bierzemy liczby
$$1,11,111,dots,underbrace{11dots11} {n+1}$$ Jest ich $n+1$ a reszt z dzielenia
przez $n$ jest $n$, wiec ktore$ dwie dajg rowne reszty z dzielenia przez $n$:
$$njunderbrace{11dots11} {k} - underbrace{11dots11} | =
underbrace{11dots1} {k-ljunderbrace{0dots0} I$$ dla pewnych $k < I$. Ale
$n$ jest wzglednie piewsze z $10$, wiec
$$njunderbrace{11dots1} {k-ljunderbrace{0dots0} | = underbrace{11dots1}_{k-l}cdot
10MIthbox{ implikuje } nlunderbrace{11dots1} {k-I}$$ to konczy dowdd.

end{proof} end{enumerate} end{document}
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