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wszystkich liczb w wierszu, kolumnie, lub na duzej przekatne. Rozstrzygnij, czy da sie
zamieni¢ wszystkie liczby na jedynki.  item Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne $n$ takie,
ze liczba $n"5-n$ jest podzielna przez $120$.  item Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb
dodatnich $a,b,c$ zachodzi nieréwnos$é $$frac{a"2}{4} + b2 + c"2 geq ab - ac +
2bc$$  item Niech $1$ bedzie srodkiem okregu wpisanego w trjkat ostrokatny $ABCS,

$k, I, m$ oznaczajg symetralne odcinkéw $Al, Bl, CI$ odpowiednio. Oznaczmy jako $X,
Y,Z$ punkty przeciecia prostych $k,I$, $I.m$, $m k$. Uzasadnic, ze na szesciokacie
$ABCXYZ$ da sie opisac¢ okragg. end{enumerate} end{document}
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newtheorem{defn}[thm]{Definicja} newtheorem{tozs}[thm]{Tozsamo$c}
newtheorem{hyp}[thm]{Hipoteza} newtheorem{useless}[thm]{}
newtheorem{problem}[thm]{Zadanie} newenvironment{proof}{noindenttextsc{Dowo6d.} }
{nolinebreak[4]nfillblacksquare$\par} newenvironment{sol}{noindenttextsc{Rozwigzanie.} }
{par} defrozw{$ $\textbf{Rozwigzanie}:\} defdeg{*{circ}}  subimport{../}{style}
%include{style} defsource#1{\Zrédto: #1} begin{document} section{Eliminacje do PTM}
begin{enumerate}  item Dany jest kwadrat $4times 4$ wypetniony jedynkami oprécz trzech
miejsc na przekatnej, gdzie wpisane sg $-1$. Ruch polega na zmianie znaku
wszystkich liczb w wierszu, kolumnie, lub na duzej przekatnej. Rozstrzygnij, czy da sie
zamienic¢ wszystkie liczby na jedynki. begin{sol} textbf{Odpowiedz:} Nie da sie.
Udowodnimy, ze ilos¢ $-1$ na planszy jest stale nieparzysta. Z tego wyniknie, ze
nie da sie zamieni¢ wszystkich liczb na jedynki, gdyz jezeli datoby sie, to po ostatnim
ruchu ilosé $-13$ bytaby rowna $0$, a wiec parzysta. Przed wykonaniem
jakiekolwiek ruchu ilo$¢ $-1$ jest nieparzysta -- mamy w $3$ polach $-18.
Zauwazmy, ze ruch nie zmienia parzystosci ilosci $-1$. W kazdym ruchu
zmieniany parzysto$é $4$ liczb. Zatézmy, ze przed ruchem w tych liczbach byto $k$
liczb réwnych $-1$. Po ruchu $-13$ bedzie $4-k$. Zatem ilo$¢ $-1$ emph{zmieni sig} o
$4-k-k=2(2-k)$, czyli o liczbe parzysta, zatem parzystos¢ ilosci $-1$ nie zmieni sie.
end{sol}  item Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne $n$ takie, ze liczba $n"5-n$
jest podzielna przez $120$. begin{sol} $120 = 3cdot 5cdot 8%, wiec wystarczy
sprawdzié, dla ktérych $n$ liczba $n”5 - n$ jest podzielna przez $3$, przez $5% i przez
$8%. Zauwazmy po pierwsze, ze $$n75 - n = n(n-1)(n+1)(n"2 + 1)$$
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Bezposrednio sprawdzajac reszty z dzielenia przez $3$ (i;. przypadki $n=3k$,
$n=3k+19, $n=3k+2%) i przez $5% stwierdzamy, ze $$3 | n?5 - nhbox{ i} 5|n"5 -
n$$ dla emph{wszystkich} $n$. emph{Te podzielnoéci sg szczegblnymi
przypadkami tzw. matego twierdzenia Fermata, méwigcego, ze $p|m”p - m$ jezeli
liczba $p$ jest pierwsza, a $m$ dowolna catkowita.} A wiec mamy
rozstrzygnag, dla jakich $n$ liczba $n”5 - n$ jest podzielna przez $8$.
Rozwazmy przypadek $n$ parzystego i nieparzystego. begin{enumerate}
item $2|n$. Wynika stad, ze $2not| n-1$, $2not| n+19$ i $2not| n"2 + 18$.
A wiec $8 | n*5 - n = n(n+1)(n-1)(n"2 +1)$ wtedy i tylko wtedy, gdy $8|n$.
item $2not|n$, zatem $2|n-1$, $2|n+1$, $2|n"2 +13$, wiec $$8 |
(n-1)(n+1)(n"2+1) | N5 - n$$ end{enumerate} textbf{Odpowiedz:} $120|n"5 -
n$ dla $n$ podzielnego przez $8% lub nieparzystego. end{sol} item Udowodnic,
ze dla dowolnych liczb dodatnich $a,b,c$ zachodzi nierdwnos¢ $$frac{a"2}{4} + b2
+ c"2 geq ab - ac + 2bc$$ begin{proof} Nierownos$c¢ jest rbwnowazna
nierdwnosci $$left( frac{a}{2} + ¢ - b right)"2 geq 0$$ ktora jest oczywiscie
prawdziwa. end{proof}  item Niech $I$ bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ostrokatny $ABCS, $k, I, m$ oznaczajg symetralne odcinkéw $Al, B, CI$ odpowiednio.
Oznaczmy jako $X, Y,Z$ punkty przeciecia prostych $k,I$, $I,m$, $m k$. Uzasadnic,
ze na szesciokacie $ABCXYZ$ da sie opisaé okrag. begin{proof} begin{lem}
Trojkat $ABCS jest wpisany w okrag $0$. Niech $1$ oznacza Srodek okregu
wpisanego $ABCS$, $S$ oznacza punkt przeciecia $AI$ z okregiem $0$. Wiedy
$$|BS| = |CS| = |IS|$$ end{lem} begin{proof} Prosta $AI$
jest dwusieczng, zatem $angle SAB = angle SAC$. Ponadto $angle SAB = angle
SCB$ i $angle SAC = angle SBC$ na mocy réwnosci katéw wpisanych w okrag.
kaczac te zaleznosci uzyskujemy $$angle SCB = angle SBC$$
a wiec $|SB| = |SC|$. Pozostaje udowodni¢ $|SB| = |SI|$.
Oznaczmy $alpha := angle BAC, beta:=angle ABC, gamma:=angle BCAS.
Popatrzmy na tréjkat $triangle ISB$. Mamy $$angle IBS = beta/2 +
alpha/2hbox{ oraz }angle ISB = gamma$$ zatem $angle SIB =
180deg - beta/2 - alpha/2 - gamma = alpha/2 + beta/2 = angle IBS$.
Tak wiec trojkat $ISB$ jest réwnoramienny -- $|IS| = |IBS|$, co konczy dowdd.
end{proof} Wracajgc do zadania rozwazmy punkt $S$ przeciecia $AI$ z
okregiem opisanym na $ABC$. Lemat orzeka, ze zachodzg réwnosci
$$|SI| = |SB| hbox{ oraz } |Sl| = |SC|$$ emph{Przypomnijmy: }
Symetralna danego odcinka $KL$ to inaczej zbiér emph{wszystkich} punktow
rownoodlegtych od $K$ i $L$. Z powyzszych rownosci wynika, ze $S$ lezy na
symetralnej $BI$ i na symetralnej $CI$. Zatem $S = Z$, czyli punkt $Z$
lezy na okregu opisanym na $ABCS$. Rozpatrujac analogicznie przeciecia $BI$ i $CI$
z okregiem dowodzimy, ze réwniez punkty $X$ i $Y$ lezg na okregu opisanym na
$ABCS$, zatem na szesciokacie $ABCXYZ$ da sie opisac okrag. end{proof}
end{enumerate} end{document}
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